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Préface

Ces notes de cours ne sont pas originales pour la plupart, mais elles tirent leur richesse de deux
sources exceptionnelles. FElles s’appuient sur les notes de cours de mécanique analytique
établies par le Prof. Fédéric Mila, dont la clarté, la profondeur et la rigueur formelle sont
admirables. En complément, le livre A Primer of Analytical Mechanics, de Franco Stroc-
chi, édité par Springer, offre une approche synthétique et bien structurée du sujet, qui privilégie
I'intuition physique et la généralisation du formalisme au dela de la mécanique classique. En tant que
redacteur de ce document, je n’ai fait que sélectionner des éléments de ces deux précieuses ressources
pour produire un cours qui marie l'intuition physique a la rigueur d’une dérivation formelle.

Bon cours !
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Chapter 1

Introduction

Vous avez appris a résoudre des problémes de mécanique en utilisant la mécanique newtonienne
dans des coordonnées cartésiennes. Pour une masse ponctuelle, cela consiste a résoudre la deuxieme
loi de Newton :

ma=F (1.1)

ou F inclut toutes les forces agissant sur la masse, y compris les forces de contrainte (si des con-
traintes sont présentes) et les forces fictives (si le probleme est résolu dans un référentiel non inertiel).

Si le probleme implique la rotation d’un corps rigide, nous devons également considérer les
équations d’Euler pour le mouvement de rotation :

dL

i T (1.2)

ou L est le moment cinétique et T est le moment total, incluant les contributions des contraintes.

Pour les systemes comportant plusieurs corps en interaction, comme par exemple le systeme
solaire, nous devons combiner ces approches et prendre en compte toutes les forces d’interaction et
tous les couples agissant sur chaque corps.

Pourquoi avons-nous besoin de la mécanique analytique 7

A premiére vue, la mécanique newtonienne en coordonnées cartésiennes semble suffisante pour
résoudre tous les probléemes de mécanique classique. Apres tout, les lois de Newton fournissent
une prescription claire pour prédire le mouvement des particules et des corps rigides : spécifier les
forces, écrire les équations du mouvement, et les résoudre pour obtenir les positions et les vitesses
au cours du temps. Alors, pourquoi introduire un nouveau formalisme 7

La réponse réside dans les difficultés pratiques et conceptuelles qui apparaissent lorsqu’on ap-
plique les lois de Newton a des systémes complexes. Dans de nombreux cas, les variables naturelles
pour décrire la configuration d’un systéme ne sont pas les coordonnées cartésiennes, mais plutét un
ensemble réduit de variables efficaces — comme des angles ou des distances — qui incorporent au-
tomatiquement les contraintes du systeéme. Lorsqu’il y a des contraintes, la mécanique newtonienne
nous oblige a introduire des forces de contrainte supplémentaires, souvent inconnues, et a travailler
avec des coordonnées redondantes. Eliminer ces forces et réduire les équations & I'ensemble minimal
de variables peut étre un processus difficile et non systématique.

De plus, les équations de Newton ne sont pas invariantes de forme lors d’un changement de
coordonnées. Par exemple, lorsqu’on résout le probléeme & deux corps avec force gravitationnelle,
comme le mouvement d’'une planéte autour du soleil, les équations ne sont pas les mémes selon

7



8 CHAPTER 1. INTRODUCTION

qu’on les écrit dans les coordonnées des deux corps ou dans les coordonnées du centre de masse et
relatives. Si le changement de coordonnées correspond a un passage d’un référentiel inertiel & un
référentiel non inertiel, alors des forces fictives apparaissent et doivent étre prises en compte. Cela
modifie encore une fois la forme des équations du mouvement.

Le formalisme lagrangien en mécanique analytique répond a toutes ces difficultés. Il fournit la
description la plus simplifiée de 1’évolution temporelle d’'un systeme en introduisant un ensemble
minimal de coordonnées, dites coordonnées généralisées, qui décrivent la configuration du systeme,
ne sont pas soumises & des contraintes et n’impliquent donc aucune force de contrainte. L’évolution
temporelle de des coordonnées généralisées est régie par les équations de Lagrange, qui sont exprimées
en termes de la fonction lagrangienne. Ces équations sont invariantes vis-a-vis d’un changement
arbitraire de coordonnées, y compris ceux qui apparaissent lorsqu’on décrit le mouvement dans un
référentiel non inertiel. Dans la plupart des cas, la fonction lagrangienne est facile a déterminer.
Par exemple, pour les systemes conservatifs, elle est simplement donnée par 1’énergie cinétique
moins I’énergie potentielle. Dans le formalisme lagrangien, un changement de coordonnées conduit
simplement aux mémes équations de Lagrange, avec les anciennes coordonnées exprimées en fonction
des nouvelles dans la fonction lagrangienne.

La description lagrangienne de la mécanique peut étre dérivée du principe de Hamilton de ’action
stationnaire. Selon ce principe variationnel, les équations de Lagrange proviennent de l'exigence
que I’évolution temporelle des coordonnées, pour des conditions initiales et finales données, soit
celle qui minimise un fonctionnel de la fonction lagrangienne, appelé action. La recherche du
minimum de l'action conduit directement aux équations de Lagrange et a leur solution pour des
conditions initiales données. Traditionnellement, un cours de mécanique analytique commence
par le principe de Hamilton pour dériver les équations de Lagrange. Cette dérivation, bien que
générale et rigoureuse, n’est pas indispensable, et nous proposerons ici une dérivation plus simple et
physiquement intuitive des équations de Lagrange, en réservant le principe de Hamilton pour plus
tard.

Le principe variationnel de Hamilton est toutefois d’une importance capitale en tant que général-
isation, car il conduit aux équations qui régissent la dynamique d’une variété de systemes au-dela des
systemes mécaniques. Ceux-ci incluent notamment les champs électromagnétiques et gravitation-
nels classiques. Plus important encore, le principe de I'action stationnaire joue un role fondamental
dans le lien entre la mécanique quantique et la mécanique classique. En effet, la formulation de la
mécanique quantique par intégrale de chemin, due a Richard Feynman, repose sur ’hypothése que
le comportement d’un systéeme quantique dépend de tous les chemins possibles, et non seulement de
ceux pour lesquels I'action est stationnaire. Les amplitudes de probabilité des résultats possibles de
mesures sont alors déterminées par la valeur de ’action pour tous les chemins possibles, a travers
une construction appelée intégrale de chemin. La limite classique d’un systeme quantique émerge
alors naturellement comme le chemin qui satisfait la condition d’action stationnaire.

La mécanique analytique se développe ensuite dans le formalisme hamiltonien, qui repose sur
I'introduction de la fonction hamiltonienne et des coordonnées conjuguées généralisées. La fonction
hamiltonienne posséde une interprétation physique plus directe que la fonction lagrangienne, étant
en général liée a la fonction de I'énergie (pour les systémes conservatifs, la somme de ’énergie
cinétique et de I’énergie potentielle). Son introduction, par I’astuce formelle d’une transformation de
Legendre, remplace les équations de Lagrange, qui sont du second ordre en la dérivée temporelle, par
des équations du premier ordre pour les variables canoniques ¢, p. De cette maniere, les conditions
initiales portent sur les valeurs initiales des coordonnées et des moments conjugués, qui possedent
en général une signification physique directe (par exemple, dans le cas de coordonnées cycliques,
les moments conjugués correspondants sont des constantes du mouvement). Bien que la fonction
hamiltonienne soit généralement liée & I’énergie du systéme, la relation précise entre le hamiltonien



et la fonction de ’énergie est une question délicate, et le hamiltonien peut différer de la fonction de
I’énergie dans de nombreux cas que nous discuterons avec des exemples illustratifs. A notre avis,
le véritable pilier fondamental de la formulation hamiltonienne est la structure canonique qui en
découle, laquelle est non seulement importante au niveau conceptuel, mais fournit également des
outils tres utiles pour discuter et résoudre les problemes mécaniques. En particulier, cela permet
de :

o identifier directement les constantes du mouvement a travers ’annulation de leurs crochets
de Poisson avec le hamiltonien, sans avoir besoin de connaitre les solutions du probléme
dynamique ;

o établir le lien entre les symétries du hamiltonien et les lois de conservation ;

o utiliser les transformations canoniques pour réduire le hamiltonien & une forme plus simple ;
les générateurs de transformations canoniques infinitésimales agissant en termes de crochets
de Poisson ;

e voir émerger l'algebre canonique, etc.

La reconnaissance de ces structures a la base de la mécanique analytique fournit également un lien
simple avec les structures correspondantes en mécanique quantique, I'image qui en ressort étant
essentiellement la méme, une fois le role des crochets de Poisson remplacé par les commutateurs.
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Chapter 2

Rappels de mécanique newtonienne

2.1 Introduction

L’objet de la mécanique est de décrire I’évolution au cours du temps d’un systéeme de particules
(= points matériels) en interaction. L’expérience prouve que I’état d’un systéme est entiérement
déterminé si 'on se donne la position et la vitesse de chaque particule a un instant donné. Si ’on
repere les particules par un indice ¢, on définit :

m; = masse de la particule ¢,

—
OM; = 7; = position de la particule i,
dr;
U; = —tl = vitesse de la particule i,
p; = m;v; = impulsion de la particule 1,
L _ dy; s . .
P = I accélération de la particule .

La loi fondamentale de la dynamique, aussi appelée deuxiéme loi de Newton, stipule que
I’évolution du systeme peut se décrire a ’aide du systeme d’équations différentielles suivant :

dpi =

Li_F,  i=1,...,N, 2.1

R (21)
ou ﬁi(ﬁ, ey PN, U1, ..., UN, t) est a priori une fonction des positions et des vitesses de toutes les

particules, ainsi que du temps, mais pas des accélérations.
En général, les masses ne dépendent pas du temps, et on obtient donc un systeme d’équations
différentielles du second ordre :

mlﬁ:E(Fh,FN,FhaFNat% Z:1’7N (22)
Exemples :
_, Ti — Tk o .
o F = —szimkﬁ (Gravitation universelle)
2

o F;=q (E(f’, t) +7 A B(F, t)) (Particule dans un champ électromagnétique)

11
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suivante :

Dans tous les exemples d’application courante, la force F, peut se décomposer de la fagon

Fy = FU(F, @) + Y FlF, @, 75, 05, 1), (2.3)
J#i
Premieére loi de Newton : il existe des référentiels dits inertiels ou galiléens dans lesquels,
pour un systéme de particules isolées, F;eXt =0.
Pour beaucoup de situations expérimentales, un référentiel fixe par rapport a la terre peut étre
considéré comme galiléen, mais il est néanmoins souvent nécessaire de se placer dans un référentiel

lié au soleil ou aux étoiles fixes pour avoir une approximation correcte d’un référentiel galiléen.
Troisiéme loi de Newton (principe de I'action et de la réaction)

Fij = —Fji
Remarque :

(2.4)
c’est vrai pour la gravitation universelle, le probléeme majeur auquel s’intéressait
Newton, mais pas de fagon générale, par exemple pour l'interaction entre particules chargées en
mouvement.

2.2 Exemple d’une particule

@ _ F’ext

dt

(2.5)

Pour une particule isolée dans un référentiel galiléen, F'*** = () = 7 est constant.
C’est une autre formulation de la premiére loi de Newton : une particule isolée dans un référentiel
galiléen est animée d’un mouvement rectiligne uniforme.

Sj Flext £ 0, il est souvent utile d’introduire des fonctions de 7 et  pour étudier le mouvement.
Moment cinétique

(N.B. ¥

L=7Ap (2.6)
=OM = L="7A P = moment cinétique par rapport au point O).
L d Lo L dp
a: &(r/\ﬁ)zr/\p—i-?“/\—

N
—— dt

Théoréme du moment cinétique

égale au moment des forces extérieures.

(2.7)

la dérivée par rapport au temps du moment cinétique est
Application : si #A Ft = 0, par exemple pour une force centrale telle que Fo || 7,

= L est constant.
Travail et énergie

(2.8)
Le travail de la force Fe<t le long d’une trajectoire allant d’un point 1 & un point 2 est défini par

2 —
Wia = / F™t.ds
1

ol § est ’abscisse curviligne le long de la trajectoire.

(2.9)



2.2. EXEMPLE D’'UNE PARTICULE

Puisque F'*™t = m‘é—? et ds= vdt, on a

2 dv
Wi = — . odt
12 /1 m dt v

2 d [(v? my/ o
= /1 ma <2> dt = 5(1}2—’1)1).

. 2 , C
Mais =5~ =T = énergie cinétique, et donc

Wig =15 —T1.

Cas particulier : Systemes conservatifs.

13

(2.10)

(2.11)

Un systeme est dit conservatif si le travail entre deux points ne dépend pas du chemin suivi.

Conséquence :
f Fdg=0
C
En effet, décomposons le chemin C en deux chemins C’ et C” tels que C = C'UC”
2
C!
cl
1

Nous avons

Or, d’apres la formule de Stokes,

fﬁ-dgz//ratﬁ.dg
C S

ou S est une surface quelconque s’appuyant sur C.

c

Potentiel :
Puisque rotF = 0, il existe une fonction V(7) telle que

F = —VV({7
2 2
Wis :/F-d§ - —/ V.5 = Vi — Va
1 1

F - d3 = 0 pour tout chemin fermé = (voir exercices).

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)
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On dit que F dérive du potentiel V.
On obtient donc dans le cas d’une force conservative :

Vi—-Vo = T50-T)

Si on définit I’énergie mécanique par £ =T + V', on en déduit un nouveau théoréeme.
Théoréme de I’énergie mécanique : pour un systéme ou la force dérive d’un potentiel,
I’énergie mécanique est conservée.

2.3 Systeme de N particules

Considérons un systéme de N particules dont les interactions mutuelles sont régies par la troisieéme
loi de Newton (principe de l'action et de la réaction).

dp; _ "
i _ FieXt +Zsz’

dt —
JF
d_; ex 'l
Zd*pt = ZFz “+ > Eio . (2.18)

ij
i#j
~
:Zi<j(Fij+Fji):0
Il est utile d’introduire les définition suivantes :

Centre de masse : . .
DTy D T

R=<20 7 (2.19)
Impulsion totale : '
P=3"p=) ma=MR (2.20)
On obtient donc : .
MdQ—R =Y Fet = pext (2.21)
de? =

Théoréme : le centre de masse se comporte comme un point matériel de masse totale M soumis a
une force extérieure égale a la somme des forces extérieures s’exercant sur chacune des particules.
Corollaire : pour un systeme isolé dans un référentiel galiléen, P est conservé.
Introduisons les coordonnées barycentriques par rapport au centre de masse

7= R+ 17

L s, o= (2.22)
G=V+d, V=R

Moment cinétique
L = Y mAp
i

=X (B+77) Amy (V+7) (2.23)

(]

= S [BamV 47 AmV + BAmd) + 7 A mid]

1
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° Zﬁ/\mﬂ? = MRAV

o Zmﬂ_"; = Zmz(f;—é): miF — MR =0
o Zm-ff{ = me‘F{zﬁ
- 1% dt - 2
= L = MRAV+Y 7|Ap. (2.24)

Premier théoréme de Kcenig : le moment cinétique par rapport au point O est égal a la
somme du moment cinétique du centre de masse par rapport au point O et des moments cinétiques
des particules par rapport au centre de masse.

d_’ = — — .
EL = Y TiABi+ Y TiADi
i i
=0
= DoANE > A (2.25)
¥

Théoréme du moment cinétique : si Fj; est dirigée suivant 7; — 7 (c’est le cas pour la
gravitation), la dérivée par rapport au temps du moment cinétique est égale au moment des forces
extérieures appliquées au systéme :

d > — rext
i ZZ: 7 N FEXE (2.26)

Pour un systéme isolé, F™** = 0 dans un référentiel galiléen
= L est conservé.

Energie : L’énergie cinétique totale est donnée par
1 1 - 2
i i

1., 1 ) _
- et (Emii=o). o

i

Deuxieme théoréeme de Kcenig : I'énergie cinétique totale est la somme de 1’énergie cinétique

du centre de masse et de I’énergie cinétique des particules par rapport au centre de masse.
Travail : Supposons que le systéme évolue entre une configuration

A= {F‘f‘,...,ﬁf,,ﬁf,...,ﬁj’(‘,} et B = {FlB,...,Fﬁ,ﬁlB,...,Uﬁ}. Le travail des forces F; entre A et
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B est défini par

Wap = Y [ F-ds
—~ Ja
B dy;
= ) _;dt
) [ mGr
1 B d ,
= §Z/A mzdt(vl)dt
= Wap = Tp—1Ta (2.28)
Supposons que
B = -V (2.29)
Fji —ViVij, Vi = Vi (|75 = 7). (2.30)

Cette deuxieme condition est satisfaite si la loi d’action-réaction est satisfaite, et si la force est
dirigée suivant 7; — 7. Alors

B . B B
Fj; - ds; + Fi-'d*:—/ ViVji - ds; — V;Vij - dsj. 2.31
A J A J J A J A Jr J ( )

ViVy = ViyViy = —ViVy (2.32)
et ds—ds; = dF, —di; = diy (2.33)
B B B
d’ou / Fji -ds; + / Fz’j . dgj = —/ Vz‘jVij . dﬁ'j = ‘/;34 — VZ]B (2.34)
A A A

Comme

i#j
on en déduit :
Waip = Va4—Vp (2.36)
1
Vi = z;vi+§ > Vi (2.37)
i,

it
L’énergie mécanique totale E =T 4 V est alors conservée.

2.4 Intégrales premieres

De fagon générale, une intégrale premiere est une fonction des positions, des vitesses et du temps
qui est conservée au cours du temps :

f(™,...,7N,V1,...,Un,1) = constante. (2.38)
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Chaque intégrale premiére conduit a une équation différentielle du premier ordre. Comme un
systeme mécanique est défini par la donnée de la position et de la vitesse de chaque particule, les
intégrales premieres sont un pas tres utile vers la solution.

Si on connalt 6N intégrales premieres pour un systeme, il suffit d’inverser le systéme :

fi(Fl,...,FN,ﬁl,...,ﬁN,t):CZ', 221,,6]\7 (239)

pour résoudre explicitement les équations du mouvement et obtenir les positions et les vitesses en
fonction du temps

ﬁ:gi(clwuaCGN?t) .

- i=1,...,N. 2.40

U; = hi(c1, ..., con, 1) Y (2.40)
Une grande partie de ce cours sera donc logiquement consacrée a la recherche d’intégrales premieres.
Malheureusement (ou heureusement ?!) il n’est en général pas possible de trouver 6N intégrales
premiéres. Dans le cas d’'un systéeme de particules isolées avec des interactions a 2 corps dérivant
d’un potentiel, on a en général 10 intégrales premieres :

w

SRS
ey
|
3
SIS

Dans le cas d'une particule, elles ne sont bien sfir pas indépendantes. Dans le cas de deux
particules, il en faudrait déja 12 pour que le probleme soit résolu. Il faut donc encore travailler.
Dans le cas général, ’existence ou non d’intégrales premieres a des conséquences sur la nature du
mouvement (mouvement régulier ou chaotique). L’un des objectifs des développements de ce cours
est d’exposer la méthode la plus systématique de recherche d’intégrales premiéres.

Alors que la conservation de F, Pet L pour un systéme conservatif et en ’absence de forces
extérieures est bien comprise, la conservation de la quantité Cj = MR — Pt est moins évidente et
nous allons la discuter plus en détail. Le vecteur Q est appelé le générateur des boosts galiléens. Un
boost galiléen est une transformation de coordonnées qui correspond & un changement de référentiel
inertiel se déplacant & une vitesse constante par rapport au référentiel initial.

Pour voir qu’il est conservé, il suffit de remarquer que le centre de masse obéit a 1’équation du

mouvement . .
MR=P=0, (2.41)
donc -
R(t) = Ry + 2y (2.42)
— 1o M ) .
Ou Ry est la position initiale, a ¢t = 0, du centre de masse. Par conséquent
Q = MR(t) — Pt = MRy, (2.43)

qui est constant dans le temps. Bien que Cj soit exprimé aussi en fonction de ]3, il n’est pas compléte-
ment dépendant de P et constitue donc un ensemble de trois intégrales premieres indépendantes.
Intuitivement, P détermine la vitesse du centre de masse, tandis que Q détermine sa position ini-
tiale. Ensemble, ils caractérisent completement le mouvement inertiel du centre de masse. Plus
tard dans le cours, quand on introduira le théoreme de Noether et le lien entre symétries et inté-
grales premieres, on verra que Cj est associé a 'invariance du systeme sous les boosts galiléens. Ceci
s’ajoute a l'invariance sous les translations spatiales (associée a la conservation de 13), les rotations
(associée & la conservation de L) et les translations temporelles (associée a la conservation de E).
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2.5 Contraintes et coordonnées généralisées

La formulation newtonienne de la mécanique est mal adaptée & un certain type d’action extérieure
appelée contrainte.

Exemples :

o Corps solides : (7 —7)2 = dgj = constante.

o Perle sur un fil : y = f(z) est fixé au départ.

o Particule qui se déplace sur une sphere : r? > a?.

. Sphere qui roule sans glisser sur un plan : Vi =0. e ()
Une telle contrainte fait intervenir la vitesse.

En général, une contrainte s’écrit comme une égalité ou une inégalité qui fait intervenir les posi-
tions, les vitesses et le temps. Dans le cadre de la mécanique newtonienne, il faut faire intervenir des
forces extérieures qui ne sont pas connues a priori et qui doivent s’adapter pour que les contraintes
soient satisfaites.

Contraintes holonémes

Une contrainte holonéme est une contrainte qui peut se mettre sous la forme
f (™A, ...,7n,t) =0. (2.44)
o Egalité
e Les vitesses n’apparaissent pas.
Supposons qu'un systéme soit défini par k contraintes holonémes. Le systéeme d’équations
i, P =0,  i=1,...k (2.45)
doit permettre d’exprimer les positions 7; en fonction de 3N — k coordonnées généralisées q; :

Fi:ﬁ(qlv"'?ql’)N—kvt)' (246)
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Définition : tout systéme de coordonnées ¢j, j = 1,...,3N — k, qui permet de décrire un systeme
en satisfaisant automatiquement les k contraintes holonémes auxquelles il est soumis s’appelle un
systeme de coordonnées généralisées.

Remarque : s’il n’y a aucune contrainte, tous les systémes de coordonnées sont des systémes de
coordonnées généralisées !

Ezemple : particule astreinte & se déplacer sur une sphere : r = a.

En coordonnées sphériques,

M
x = rsin 6 cos ¢
y = rsinfsin ¢

Yy z=rcosf
¢ RPN
0, ¢ sont les coordonnées généralisées.

xr

Si le probléme est simplement de trouver les équations du mouvement satisfaites par les coor-
données généralisées, autrement dit, si 'on n’a pas besoin de déterminer les forces de contraintes,
les équations de la mécanique newtonienne sont mal adaptées.

Par ailleurs, dans un tel cas, I’énergie potentielle est souvent plus facile a exprimer en fonction
des coordonnées généralisées que des coordonnées cartésiennes. Malheureusement, la formulation
newtonienne de la mécanique fait intervenir les forces, c’est-a-dire les dérivées de I’énergie potentielle
par rapport aux coordonnées cartésiennes.
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Chapter 3

Les difficultés de la mécanique
newtonienne en coordonnées
cartésiennes

Dans cette section et la suivante, sur la base d’exemples simples, nous discuterons des difficultés de
la formulation newtonienne de la mécanique qui découlent de la présence de forces de contrainte et
de forces fictives.

3.1 Forces de contrainte

Selon la mécanique newtonienne, le mouvement d’une particule de masse m est régi et entierement
décrit par les équations de Newton
ma =F, (3.1)

ol a est l'accélération et F la somme des forces qui agissent sur elle.

D’un point de vue mathématique, le probleme est bien posé et admet une solution unique
(sous des conditions générales) une fois la position et la vitesse initiales spécifiées. Cependant, cela
requiert la connaissance a priori de F, ce qui n’est pas le cas en présence de contraintes.

En effet, en général eq. (3.1) peut s’écrire

ma=f+R, (3.2)

ou f est la somme des forces externes (connues) et R la somme des forces de contrainte, qui ne
sont pas connues a priori, puisque les contraintes exercent précisément les forces nécessaires pour
contraindre le mouvement a chaque instant. Un exemple simple illustrera ces points.

3.1.1 Le pendule simple (approche newtonienne)

Considérons un pendule simple constitué d’une masse m attachée a une extrémité d’une tige rigide
et sans masse de longueur [. L’autre extrémité de la tige est fixée au pivot. Supposons que le
pendule oscille dans un plan vertical sous 'effet de la pesanteur.

Nous commengons par choisir des coordonnées cartésiennes (x,y), avec l'origine au point de
pivot et 'axe y orienté verticalement vers le haut. La position de la masse est ainsi décrite par :

(z,9) (3.3)

Les forces agissant sur la masse sont :

21
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o Gravité : F; = mg = (0, —myg)
o Tension : T = (T, T,) (force exercée par la tige)

Comme la tige est rigide et sans masse, la distance entre le pivot et la masse reste constante,
introduisant la contrainte :
2yt =1 (3.4)

La seconde loi de Newton sous forme vectorielle est :
ma=F;,+T (3.5)

En composantes, on obtient :
mi =T, mij=T,—mg (3.6)

La force de tension est inconnue et agit comme une force de contrainte.
Nous introduisons maintenant des coordonnées polaires en définissant ’angle 6 (mesuré a partir
de I'axe y négatif, c’est-a-dire la position verticale vers le bas) :

x=1sinf, y=—lcosb (3.7)
En dérivant deux fois, on a :
i=1lcos00 —Isind(0)% §=1sin06+1lcosh (0)> (3.8)

En utilisant les contraintes dans les équations du mouvement, nous multiplions les équations
respectivement par cos f et sin 6, puis nous les additionnons pour éliminer la tension :

m(& cos O + §sin @) = Ty cos + (T, — mg)sin (3.9)

En notant que T} cos + Ty sinf = 0 (puisque la tension est perpendiculaire au déplacement),
on obtient : )
[0 =—gsind (3.10)

Il s’agit de I’équation du mouvement du pendule exprimée en la variable effective 0 :

é—l—%sin@:O . (3.11)

Nous dérivons maintenant la méme équation du mouvement a l’aide de la conservation de
I’énergie, le systeme étant conservatif. Utiliser la conservation de 1’énergie peut souvent simpli-
fier la tdche consistant a obtenir les équations du mouvement, mais cela ne résout pas la difficulté
liée & la non-unicité de la forme des équations du mouvement dans des coordonnées différentes.

Les énergies cinétique et potentielle s’écrivent d’abord en termes de (z,y) :

1
T= §m(:r2 +9%), U=mgy (3.12)

En exprimant les énergies en fonction de la coordonnée effective 6 :
x=1Isinf, y=—lcosd = i*+9>=1%6? (3.13)

Ainsi, les énergies deviennent :

1 .
T = 5m1202, U = —mglcosf (3.14)
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L’énergie mécanique totale £ =T + U est conservée :

1 )
E = §ml202 — mgl cos § = constant (3.15)

En dérivant par rapport au temps et en simplifiant, on retrouve ’équation du mouvement :

mi%00 + mglsin0d =0 = 6+ %sin& =0 (3.16)

Ceci coincide avec le résultat précédent obtenu en utilisant les équations de Newton.

Vous remarquerez que le mouvement du systéme est décrit par une unique coordonnée effective
0. Pourtant, le probléme initial est défini en termes de trois coordonnées cartésiennes. Nous avons
éliminé la coordonnée z en supposant que le pendule oscille dans un plan vertical, ce qui peut sembler
un choix ad hoc. En effet, si le pivot permettait au pendule d’osciller dans un plan vertical arbitraire,
alors le choix du plan dans lequel le mouvement a lieu serait déterminé par les conditions initiales
du systeme. Ensuite, nous avons introduit la force de tension T, qui est inconnue et nécessaire
pour contrebalancer la composante de la force gravitationnelle le long de la direction de la tige ;
sans cela, le mouvement se produirait aussi dans la direction radiale et la tige ne conserverait pas
une longueur constante. Remarquez que la force de tension peut étre déterminée a chaque instant
a partir de la solution des équations du mouvement, en utilisant Eq. (3.6). La force de tension
prend donc a tout instant les valeurs qui garantissent que ’accélération radiale est nulle et que la
contrainte est satisfaite.

Bien que le pendule simple soit une application tres simple et intuitive de la seconde loi de
Newton, il permet d’illustrer deux difficultés dans la dérivation de I’équation du mouvement pour
les coordonnées effectives. En partant des équations du mouvement (3.6) pour les coordonnées
cartésiennes, il n’est pas immédiatement évident (i) quel est ’ensemble minimal de coordonnées
nécessaire pour décrire le systéme, ni (ii) quelle sera la forme des équations du mouvement dans ces
coordonnées. La dérivation de ces équations passe par l'introduction de forces de contrainte, puis
par leur élimination des équations du mouvement, ce qui n’est pas toujours immédiat.

3.2 Référentiels non inertiels et forces fictives

Une complication supplémentaire dans I'application des équations de Newton apparait lorsque 'on
travaille dans des référentiels non inertiels, qui peuvent parfois étre préférables pour décrire le
mouvement du systéme.

Dans des coordonnées non inertiales, les équations de Newton prennent la forme :

ma =R +f; +f, (3.17)

ou R représente la somme des forces de contrainte, f; la somme des forces fictives, et f la somme
de toutes les forces physiques connues.

En général, les forces fictives ne sont pas connues a ’avance. Par exemple, la force de Coriolis
foor = 2mw A v (ol w est la vitesse angulaire du référentiel non inertiel) dépend de la vitesse de la
particule relativement a ce référentiel.

Exemple 3.1.

Considérons un pendule sur un plan en rotation. Une masse ponctuelle est contrainte de se
déplacer le long d’un cercle vertical de rayon r centré a ’origine. Il s’agit de déterminer le mouvement
de la masse lorsque le cercle tourne autour de son diametre vertical avec une vitesse angulaire w.
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Soient (z,vy,z) les coordonnées cartésiennes dans le référentiel non inertiel ou le cercle est im-
mobile : 'axe x est perpendiculaire au plan du cercle, I'axe y est le long du diametre horizontal, et
I’axe z est aligné avec le diametre vertical. Les équations de Newton dans ce référentiel sont :

mi = Ry — 2muwsin 6,
mij = — Ry cos 8 4+ mw?r cos 6, (3.18)

mz = —mg — Ry sinf,

ol R, est la force de contrainte radiale, Ry est la force de contrainte perpendiculaire au plan du
cercle, et 0 est 'angle polaire dans le plan y-z, avec y = rcosf et z = rsin 6.

Pour déterminer le mouvement, nous éliminons d’abord les forces de contrainte. La condition
pour que la masse reste sur le cercle impose & = 0 et Ry = 2mowsinf. En éliminant R; des
équations restantes, on obtient :

2cosf — jjsinf = —gcosf — w?rsinf cosb. (3.19)
Exprimée en coordonnées polaires, I’équation du mouvement devient :

0+ (g) cos @ + w?sinf cosf = 0. (3.20)

r

Ces exemples montrent que les difficultés de I’approche newtonienne en coordonnées cartésiennes
proviennent de deux causes principales :

i) Les coordonnées sont redondantes et non indépendantes, ce qui fait apparaitre des forces de
contrainte inconnues;

ii) Les équations de Newton ne posseédent pas de propriétés de transformation simples sous des
changements de coordonnées dépendant du temps, ce qui entraine des forces fictives inconnues
dans les référentiels non inertiels.

Cela conduit a plusieurs questions importantes :

1. Est-il possible de formuler les problémes mécaniques directement a ’aide du seul ensemble
minimal de variables nécessaire pour décrire le mouvement, évitant ainsi le processus complexe
d’élimination des contraintes ?

2. Peut-on établir des équations du mouvement qui conservent leur forme lors de changements
de coordonnées 7

3. Existe-t-il une formulation de la mécanique qui ne nécessite pas de distinguer entre référentiels
inertiels et non inertiels ?

Comme il sera montré, 'approche lagrangienne reléve les défis posés par les forces de contrainte
et les forces fictives, apporte des réponses affirmatives a toutes les questions ci-dessus, et offre une
méthode tres efficace pour résoudre les probléemes dynamiques.
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Equations de Lagrange

4.1 Degrés de liberté et coordonnées lagrangiennes

Considérons un systéme mécanique dont les positions sont entiérement décrites par N coordon-
nées cartésiennes tridimensionnelles ri,ra,...,ry (par exemple, la position d’un solide rigide est
entierement identifiée par trois points non colinéaires). Elles correspondent aux 3N composantes
cartésiennes

T1,Y1,21,T2,Y2,22,.- .y TN, YN, ZN, (41)

qui, pour simplifier la suite, seront notées x;, i = 1,...,3N.

En général, lorsqu’il existe des contraintes, tous les x; ne sont pas indépendants et ’on note
41,92, - - -, ¢n un nombre minimal de « coordonnées » (en général non cartésiennes) nécessaires pour
caractériser les positions du systéme (contraint).

Le nombre n est appelé le nombre de degrés de liberté du systéme et, par concision, un
ensemble minimal de coordonnées ¢;, i = 1,...,n, sera appelé un ensemble de coordonnées la-
grangiennes.

A la différence des coordonnées cartésiennes, utilisées dans les équations du mouvement de
Newton, les coordonnées lagrangiennes fournissent la description la plus économique du systeme ;
la question fondamentale est donc de déterminer directement leur évolution temporelle sans avoir
a la déduire de la solution de I’évolution temporelle des coordonnées cartésiennes.

C’est 'objet de la formulation lagrangienne qui sera discutée ci-dessous.

4.2 Changement de coordonnées et dépendance temporelle ex-
plicite

Si, & un instant ¢, {¢;} est un ensemble quelconque (pas nécessairement minimal) de coordonnées qui
identifient la position du systeme, les coordonnées cartésiennes x; a 'instant ¢ peuvent s’exprimer
en fonction des ¢; :

i(t) = xi(q(t), 1), (4.2)

(ot ¢ désigne I'ensemble des ¢;) avec, éventuellement, une dépendance explicite en ¢ dans ces rela-
tions. Réciproquement, puisque les coordonnées cartésiennes déterminent completement la position
du systeme, elles doivent déterminer les ¢;, ce qui implique que les eqs. (4.2) ci-dessus sont in-
versibles :

qi(t) = qi(x(t), ). (4.3)

25
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Dans la suite, nous supposerons toujours suffisamment de régularité pour garantir ’existence
des dérivées utilisées ci-dessous. On rappelle que la dérivée totale &; de x;(t) regoit a la fois la
contribution de la dépendance temporelle de x; via la dépendance temporelle de ¢; et la contribution
de la dépendance temporelle explicite des relations (4.2) :

. dJ?Z' . 8.%'1 dqj 81’1 8.1‘Z . 8931

o= _ Oy 9% 4.4
BT T ogdt T o og Y T o (4.4)

ou, comme souvent dans la suite, la sommation sur les indices répétés est implicite.
Comme 0x;(q,t)/0q; est une fonction de ¢ et de t, mais pas de ¢, on a

OGm B aCIm’

(4.5)

relation qui sera tres utile par la suite.

Une dépendance temporelle explicite dans le changement de coordonnées apparait lorsqu’on
considere des référentiels non inertiels.

Ceci est clairement illustré par le systéme discuté dans ’Exemple 3.1. En effet, la position du
point sur le cercle est identifiée par I'angle § des coordonnées polaires dans le cercle (y = rcos#,
z = rsinf), c’est-a-dire qu’il n’y a qu’un seul degré de liberté, et la relation entre les coordonnées
cartésiennes z’, 7/, 2’ dans un référentiel (inertiel) fixe R’ et la coordonnée lagrangienne 6 dépend

du temps :
2'(t) = rsin0(t) cos(wt), (4.6)
y'(t) = rsin6(t) sin(wt), (4.7)
2 (t) = rcosf(t), (4.8)

ol I'on a explicitement indiqué que la correspondance z’,%/, 2" — 0 a l'instant ¢ fait intervenir la
dépendance temporelle des variables.

4.3 Forme lagrangienne des équations de Newton

Dans cette section, nous montrons que les équations de Newton en coordonnées cartésiennes (dont
le nombre est 3N pour N particules) peuvent s’écrire sous une forme qui s’avere aussi valable pour
des variables génériques ¢;, en particulier pour les (minimales) coordonnées lagrangiennes.

Nous considérons le cas de forces conservatives :

. oV(x )
mixi:Fi:— ax(z), 221,...,3]\7. (49)
(pas de somme sur les indices répétés).
En notant T ’énergie cinétique
1 .
T=3 ZZ: mii?, (4.10)
on obtient i 49 . 4 8T
. Xy .2
= met = = N Sy 2 = SO 411
T =T g Tt 9 z]: 2" = at @y (4.11)
et les egs. (4.9) peuvent s’écrire
d or ov
- i=1,...,3N. (4.12)

%81‘1 B _8xi’
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Comme le potentiel n’est pas une fonction de &;, on a dV/9dx; = 0, et T est uniquement une
fonction des ;. Les egs. (4.9) peuvent donc également s’écrire

iaL 0L
dt 0x; N ox;’

L=T-V, i=1,...,3N. (4.13)

L est appelée la fonction lagrangienne, ou lagrangien, et les eqgs. (4.13) sont les équations du
mouvement sous forme lagrangienne, dites équations de Lagrange en coordonnées cartésiennes.

Jusqu’ici, cela peut sembler n’étre qu’une réécriture formelle des équations de Newton, sans
avantage apparent ; mais, comme on va le voir ci-dessous, le gain substantiel par rapport aux
équations de Newton (en coordonnées cartésiennes) est que les équations de Lagrange valent pour
n’importe quel choix de coordonnées décrivant les configurations du systeme, les lagrangiens écrits
dans des coordonnées différentes étant définis par la condition de prendre la méme valeur en des
points correspondants.

4.4 Equations de Lagrange

Les équations de Lagrange que nous allons dériver ont la propriété essentielle de ne pas dépendre
de I'usage de coordonnées cartésiennes, ni de I'usage de coordonnées d’un référentiel inertiel ; elles
gardent la méme forme pour tout choix de coordonnées ¢; (covariance des équations de Lagrange
sous des changements arbitraires de coordonnées).

Comme précédemment, nous considérons le cas de forces conservatives ; nous commengons par
dériver les relations suivantes (en supposant toujours la régularité/différentiabilité nécessaire) en
utilisant les eqgs. (4.2), (4.4), (4.5) :

Z mzavZ Z mle - (4.14)
i

ou, pour le second membre de (4.14), on a utilisé 'eq. (4.5).

Alors
d oT Ox; d Ox; le oT
—— = m;E, — + m;T;— + —, 4.15

dt 94, EZ: ( qj ) Z "dq;  0g; (4.15)

et, pour la derniére égalité de (4.15), on a utilisé

iaxz . 621'1' . + 621‘2' . i (3%1 . + 8.1"1) o 8.7}1 (4 16)
dtdg;  0gr0g; " otdg;  0g; \og " ot )~ g’ '
en vertu de la possibilité d’échanger ’ordre des dérivées partielles.
En introduisant les composantes de la force généralisée
Z P 6‘“ (4.17)
on obtient 48T  oT
—— = i 4.18
dtdg;  q; te (19

Les forces généralisées sont conservatives (c’est-a-dire qu’elles sont les dérivées partielles du
potentiel par rapport aux ¢;) si les Fj le sont :

ov dx; AV
_ Z ot (4.19)
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avec V indépendant des i, et donc des ¢;.
Dans ce cas, on a

daT~-V) T-V)

= . 4.20
dt 8(]] 8qj ( )
Ainsi, on obtient les équations de Lagrange pour le lagrangien L :
d 0L 0L
A = 3 L=T-YV, j=1,...,n. 4.91
dt dg; — g J n (4.21)

Il convient de souligner les avantages cruciaux des équations de Lagrange par rapport aux
équations de Newton :

(a)

(b)

(c)

description la plus économique : ’évolution temporelle du systéme peut étre décrite par
les équations de Lagrange pour ’ensemble minimal de variables nécessaires a la description
du systeme, de sorte qu’il n’y a ni coordonnées redondantes, ni forces de contrainte ;

covariance ou invariance de forme des équations de Lagrange : les équations de
Lagrange ont la méme forme, c’est-a-dire sont invariantes de forme, pour tout choix de coor-
données, y compris relatives a des référentiels non inertiels ; il n’y a donc pas de probleme de
forces fictives (leur effet est automatiquement pris en compte via l'expression du lagrangien
comme fonction des coordonnées dépendant du temps) ; de maniére générale, I'une des mo-
tivations majeures de la formulation lagrangienne de la mécanique est que le lagrangien se
transforme comme un scalaire sous les transformations de coordonnées

q(t) = ¢'(a(t),t), 4(t) = d'(alt),q(t), ), (4.22)

A savoir
L'(d,q',t) = L(q(d', 1), 4(d', 4, t), t); (4.23)

(pour la simplicité, dans ’équation ci-dessus la dépendance temporelle des coordonnées n’a
pas été explicitée) ;

la formulation du probléme dynamique en termes d’équations d’évolution se rameéne a la spé-
cification d’'une unique fonction scalaire (le lagrangien) qui encode toute I’information
pertinente, les équations du mouvement s’obtenant simplement a partir de ses dérivées.

A Dinverse, les équations de Newton (en coordonnées cartésiennes) ne sont pas invariantes de
forme sous les changements de coordonnées ; en particulier, des termes nouveaux et substantiels
apparaissent dans le cas des référentiels non inertiels ; de plus, la description du mouvement en
coordonnées redondantes conduit a ’apparition de forces de contrainte a priori inconnues.

Remarque 4.1. On peut vérifier explicitement que la présence de forces de contrainte dues
a des contraintes holonomes ne modifie pas l'eq. (4.18), avec Q; = —0V/0q;, puisque le choix des
coordonnées lagrangiennes ¢;, j = 1,...,n, avec n le nombre de degrés de liberté, implique que les
composantes ()5 des forces généralisées correspondant aux forces de contrainte sont nulles.

A cette fin, rappelons que des contraintes holonomes portant sur les N coordonnées cartésiennes
décrivant la position du systéme s’expriment par des conditions de la forme

fa(ry, ..., rN,t) =0, a=1,...,k, (4.24)
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et que les forces de contrainte F}° peuvent s’écrire comme des combinaisons appropriées des vecteurs
0fa/0x; orthogonaux aux surfaces fu(z,t) =0 :

k
:ZAQ%, i=1,...,3N. (4.25)
1 8931

Introduisons des nouvelles variables :

&i(t) = filz,t), i=1,...,k; (4.26)
fj—l—k = gy, ] = 1, e ,3N - k‘, (427)

(n = 3N — k étant le nombre de degrés de liberté). Remarquez que les &;, pour i = 1,...,k,
définissent en chamgement de coordonnées qui dépend explicitement du temps. On peut maintenant
écrire les forces généralisées correspondant aux forces de contrainte en utilisant 1'expression (4.17) :

3332 k 8fo¢ axl
- Fic )\
Z 8qj azl zz a$l 8(]]'
(4.28)
8fa ox;

0&q
« Aai =0
Z Ox; Dq; za: 9q;

Dans la derniere égalité, on a utilisé le fait que les g;, en tant que coordonnées lagrangiennes, sont
indépendantes des contraintes, c’est-a-dire que, a temps fixe, dfo(x,t)/0g; = 0, ce qui implique
8fa / 8q]‘ =0.

Remarque 4.2. La covariance des équations de Lagrange sous un changement de coordonnées
est implicite dans la dérivation des egs. (4.21), ou les ¢; sont des fonctions (régulieres) arbitraires
des coordonnées cartésiennes et ou le lagrangien en fonction de celles-ci a été défini par

L(g,4,t) = Lo(w(g, 1), #(g, 4, ), 1), (4.29)

ou L¢ désigne la (fonction) lagrangienne des coordonnées cartésiennes.
Ainsi, ’équation (4.23) énonce que les lagrangiens L(q,q,t) et Lo(x,&,t) prennent la méme
valeur lorsque leurs arguments décrivent des points correspondants.

4.5 Les équations de Lagrange en action

Nous allons vérifier 'efficacité de 'approche lagrangienne sur quelques exemples simples.

Exemple 4.1. Comme premier exemple, nous reprenons le probleme, discuté dans 'Exemple 3.1,
ou l'approche newtonienne conduit a ’apparition de forces de contrainte et de forces fictives. 11
s’agit de décrire le mouvement d’un pendule sur un plan en rotation. Une masse ponctuelle est
contrainte de se déplacer le long d’un cercle vertical de rayon r centré a 'origine et de déterminer
le mouvement de la masse lorsque le cercle tourne autour de son diameétre vertical avec une vitesse
angulaire w. Dans I’approche lagrangienne, il est commode d’utiliser des coordonnées lagrangiennes,
c’est-a-dire un ensemble minimal de coordonnées. Dans ce cas, on peut choisir, par exemple, 'angle
6, correspondant & 1’angle polaire dans le plan (y — z) du cercle, ainsi que ses dérivées temporelles.
De plus, pour décrire le mouvement imposé du cercle, nous introduisons ’angle polaire o dans le
plan x —y. Ainsi, en omettant la dépendance temporelle des coordonnées x, ¥, z, 0 indiquée dans la
discussion de I’Exemple 3.1, nous avons :

xr=rcosfcosa, y=rcoslsina, z=rsinfl, a&=uw, (4.30)
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et
1 1 :
T = 5m (562 + 97+ 2'2) = imr2 ((542 cos® 6 + 6’2) ; V = mgrsin6. (4.31)

Les équations de Lagrange donnent immédiatement 1’équation (3.20)
0+ (g) cos ) + w?sinf cos = 0. (4.32)
r

sans qu’il soit nécessaire de se préoccuper des forces de contrainte et des forces fictives. En effet,
comme discuté dans la Remarque 4.1, l'utilisation des coordonnées lagrangiennes élimine les forces
de contrainte des équations du mouvement.

Finalement, l'intensité des forces de contrainte (nécessaires pour maintenir le mouvement con-
traint, par exemple la réaction du cercle dans I’exemple ci-dessus) peut étre calculée a la fin, une fois
le mouvement résolu, en exploitant la relation entre les coordonnées lagrangiennes et les coordonnées
cartésiennes (voir eq. (8.17)) :

Rl — mr(é2 —|— w2 COS2 9) —mg sin 07 (433)
Ry = 2muwsin 0,

ou v est la vitesse de la masse dans le référentiel non-inertiel, et v = |v]|

Un point instructif est de comprendre ce qui se passe en général pour les forces fictives dans
I’approche lagrangienne, puisque dans les équations de Lagrange seules apparaissent les forces
généralisées (), qui correspondent aux forces non fictives.

Comme nous allons le voir ci-dessous, I’expression de I’énergie cinétique en termes de coordonnées
liées & un référentiel non inertiel rend pleinement compte de I’effet des forces fictives. Ainsi, I’origine
des forces fictives se réduit a un ingrédient purement cinématique, encodé dans la relation entre
les coordonnées cartésiennes et les coordonnées lagrangiennes correspondant a un référentiel non
inertiel.

Ce fait est clairement illustré par I’exemple simple suivant.

Exemple 4.2. Considérons un référentiel inertiel R décrit par les axes cartésiens z, y, z et le référen-
tiel non inertiel R’ correspondant & des rotations de vitesse angulaire constante w autour de I’axe
z.

La relation entre les coordonnées cartésiennes d’un point matériel dans les deux référentiels est :

x =1 coswt —y'sinwt, y =1y coswt+ ' sinwt, z=72 (4.34)

et un simple calcul donne :

T = %m(w2 + 2 + %) = %m(:ic’2 + 92+ ) Fmw(y'd — 2y + %mw2(m’2 +3/?). (4.35)
Ainsi, expression de I’énergie cinétique en termes de coordonnées relatives au référentiel non
inertiel contient des termes supplémentaires, au-dela du terme quadratique standard en les vitesses,
et ces termes dépendent également des coordonnées 2/, /.
Le résultat est que les forces fictives apparaissent dans les équations de Lagrange a travers les
dérivées de T par rapport a x’,4’,1/,9', un role crucial étant joué par l'invariance de forme du
lagrangien, équation (4.23). En fait, on a

x, pTY mi’ — mwy'. (4.36)

T .
a7 = mwy + mw
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Ainsi, la moitié de la composante selon x’ des forces de Coriolis apparait dans la premiere
équation, avec une partie de la force centrifuge, et 'autre moitié dans la seconde équation. Des
contributions similaires apparaissent dans la dérivée de T' par rapport a v/, 7'

En utilisant la relation entre les coordonnées polaires dans R et dans R’ :

pr=p=\a2+y?+22, 0=0, ¢=p—ut,

(avec cos@ = z/p), I'énergie cinétique T" prend la forme suivante en coordonnées polaires relatives
aRetaR :

1 - 1 .
L= 5m(p2 + p20% + p*sin? 0 p?) = §m[pQ + p20% + p?*sin? 0 (¢ + w)?]. (4.37)
Ainsi, en termes de coordonnées relatives au référentiel en rotation, le lagrangien differe des
termes quadratiques standards par la présence des termes :
1
Lw+ imwsz, L. =mp?sin®6 .
L’expression ci-dessus pour T en termes de coordonnées relatives au référentiel non inertiel R’
peut s’écrire sous forme vectorielle :

1 1
T= imv'2 +w- L'+ im(w A2, (4.38)

montrant que, dans un référentiel en rotation, I’énergie cinétique acquiert deux termes addition-
nels : i) un couplage vectoriel entre la vitesse angulaire w du référentiel en rotation et le moment
cinétique L’ dans R/, et ii) un terme centrifuge.

En conclusion, les forces fictives apparaissent dans la définition de I’énergie cinétique en termes
de coordonnées non inertielles, en exploitant I'invariance de forme du lagrangien.

Exemple 4.3. Nous allons étudier la déviation vers I’est d’un objet en chute libre. Considérons
une particule de masse m en chute libre depuis la hauteur h & I’équateur. La symétrie du systeme
suggere d’utiliser des coordonnées cylindriques p, @, z, avec p la distance au centre de la Terre, I’axe
z correspondant a ’axe de rotation de la Terre, et en posant z = 0 a ’équateur. Dans le référentiel
non inertiel R’ ot la Terre est au repos, avec coordonnées données par p’ = p, ¢’ = ¢ — wt, en
notant R le rayon terrestre, on a :

L=gm (P4 P¢") —mglo— B) = gm (P + (¢ +0)) ~mg(p—B).  (430)

Les équations de Lagrange donnent :
PP +w)=C, p=—g+p(¢ +w) (4.40)

La premiére équation découle de L/0¢’ = 0 et la constante C' est déterminée par les conditions
initiales p(0) = po, ¢'(0) = 0, c’est-a-dire C' = pdw. La seconde équation devient alors :

p=—g+wpep > (4.41)

Comme w = 7.3 x 10~ %rad/s et g > w?pi/p?, le second terme de I'équation ci-dessus peut étre
négligé avec une trées bonne approximation, donnant p(t) = pg — %gt2. Ainsi, I’équation pour ¢

devient : ) )
t
o =w p—g —1) ~2w ( - p) =wg—. (4.42)
P Po Po
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Elle se résout facilement :

1 2h\ %/
wg— ~ “wd (g) >0, (4.43)

en ayant utilisé que le temps ¢ nécessaire pour atteindre le sol terrestre est donné par t = \/2h/g.
En conclusion, la déviation par rapport a la verticale est vers 'est et, & une bonne approximation,
donnée par :

1
po¢’ = 5wg(2h/9)*. (4.44)

Une discussion en termes des équations de Newton avec coordonnées cartésiennes aurait été beau-
coup moins simple, ainsi que le controle des approximations.

Exemple 4.4. Considérons le pendule de Foucault. Le probléme est de déterminer la variation
du plan d’oscillation d’un pendule due & la rotation de la Terre (de vitesse angulaire w). Dans
le référentiel R’ ot la Terre est au repos, il est commode de choisir I'axe z le long de la verticale
du pendule et les coordonnées polaires r, o dans le plan orthogonal tangent au sol terrestre. Selon
I’équation (4.38), en négligeant les termes en w?, ainsi que les termes d’ordre 1 — (2/1)?, avec [ la
longueur du pendule, ’énergie cinétique 1" prend la forme :

1
T = im(f'Q +r?(a +w')?), (4.45)

ol w’ est la composante de la vitesse angulaire w le long de I'axe z.
De plus, si le mouvement est décrit en coordonnées du plan x — y, la force gravitationnelle est

décrite par un potentiel :
L (mg\
V=—|(-"2 . 4.46
5 (52)r (4.46)

Cela peut s’expliquer par le fait que la force de contrainte nécessaire pour équilibrer la force grav-
itationnelle a une composante R dans le plan x — y, donnée par mgr/l pour de petits angles
d’oscillation ; ainsi, R est conservative et décrite par le potentiel V. Ainsi, le lagrangien coin-
cide avec celui d'un oscillateur harmonique bidimensionnel écrit en coordonnées polaires dans un
référentiel en rotation (avec vitesse angulaire w’), et la solution est :

r(t) = ro(t), a(t) = ap(t) — w't. (4.47)
Ainsi, le plan des oscillations du pendule tourne avec une vitesse angulaire (constante) ' ; a
léquateur w’ = 0 et il n’y a pas de rotation du plan, tandis qu’au pdle nord w’ = w. Il convient
de noter que la discussion en termes des équations de Newton en coordonnées cartésiennes, avec
I’apparition de forces de contrainte et de forces fictives, serait bien plus lourde ; en particulier, la
possibilité d’écrire facilement le lagrangien dans différentes coordonnées a été d’une grande aide
pour la résolution du probleme.

4.6 Potentiel généralisé

La dérivation ci-dessus des équations de Lagrange sous la condition de forces conservatives peut étre
généralisée au cas ou il existe une fonction U = U(q, ¢, t), telle que les forces généralisées puissent
s’écrire sous la forme suivante :
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En fait, en partant de l'eq. (4.18) et en remplacant (); par l'expression ci-dessus, on voit
immédiatement que les équations de Lagrange sont valides pour le lagrangien

L=T-1, (4.49)

le cas des forces conservatives étant inclus comme cas particulier.

Cette remarque apparemment formelle permet la formulation lagrangienne du mouvement dans
des cas plus généraux que celui des forces conservatives dérivées d’un potentiel dépendant des seules
positions. L’exemple le plus important est celui d’un électron en présence d’un champ électromagné-
tique (E,B), dont les forces correspondantes ne peuvent pas étre dérivées d’un potentiel V = V().

Commengons par montrer que ’équation (4.48) est valable pour des coordonnées cartésiennes.
L’expression de la force de Lorentz en fonction de la position et de la vitesse de I’électron est
F = e(E+ v/c AB), ot —e est la charge de 'électron. Les équations du mouvement de 1'électron
s’écrivent donc :

mx; = C(Ei + qjk(’l)j/C)Bk) =F; (4.50)
ou c désigne la vitesse de la lumiere, la sommation sur les indices répétés est implicite et €;;;, est
le tenseur totalement antisymétrique (de Levi-Civita), avec €123 = 1. En termes de potentiels
électromagnétiques scalaire et vectoriel (¢, A), on a :

0¢p  0A; 0A;

E,=-— + , Bi=(VANA);, =¢.—. 4.51
T 0w Ot i =l )i I D (4.51)

Puis, en introduisant :

U(x,x,t) = e(gb(x, t) + Z %Ai(x,t)>, (4.52)

et en utilisant
dA;  0A; . 04

_ . A
at ~ ot oz (4.53)
et 9A 9A
- _ . 0Ai 04
;xl(v NA); =k oz, xj oz,
on obtient 40U oU o dA 0A
400 _ou _ _ 00  eddj c; 04 g (4.54)

=—e — = =
dt 0x;  Ox; Ox; ¢ dt ¢ oz,
Une propriété trées importante est que les équations (4.48) sont valables pour tout choix de
coordonnées. En effet, d’apres 'équation (4.17), on a Q; = F; 0x;/0q; (la sommation sur l'indice i
est implicite) :

%81’1 B 63;1 8(]]' - % 81‘1 aq]' B 8%’2%8% B 8.%'2 8(]]‘
d(8U8m>__<8U8m 6U8m>__d8U ou

dt O0t; 04, O0t; 0q; + Ox; 0q; N %8761] B 87%

(g__(d8U 8U>8%~ cl<8U6m> oU d dx;  OU Oz,
=

(4.55)

Ici, dans la troisieéme égalité, nous avons utilisé les équations (4.5), (4.16) et le fait que la dépendance
de U en ¢; se fait uniquement a travers x; (équation (4.4)).

Exemple 4.5. Considérons un champ magnétique statique, sans champ électrique :

0A
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Le potentiel généralisé correspondant s’écrit alors

Ulx, %) = Zx Ai(x), (4.56)

et en coordonnées généralisées

8.%1‘
8%‘ '

Ulg,q) = gfb’ Ai(z(q)) (4.57)

Avec le lagrangien L = T'—U., les équations d’Euler-Lagrange donnent la force de Lorentz (purement
magnétique) sous forme cartésienne

mi; = Eﬁijk .fj By, <— mxX = E)'(/\ B. (4.58)
C C

Comme la force magnétique est orthogonale a la vitesse,

F-x=S(xAB) x=0, (4.59)
C

elle ne fournit aucun travail et I’énergie cinétique est conservée : T = 0.

Cas d’un champ uniforme B = Bk. En jauge symétrique A = £(—y, z,0),

B 1 B
Ux,%) = = (eg—yi), L= _m(@®+§*+22) ~ 2 (¢§—yi), (4.60)
2c 2 2c
et le mouvement dans le plan (z,y) est de type cyclotrone, c.-a~d. circulaire uniforme, avec rayon
de Larmor 7. = %5 et pulsation w, = fn—Bc.

La possibilité d’écrire les équations du mouvement d’une particule chargée en présence d’un
champ électromagnétique en termes de coordonnées arbitraires et le fait que les équations de La-
grange correspondantes soient covariantes sous des transformations de coordonnées simplifie grande-
ment les changements de référentiels et, par conséquent, le traitement des problémes électrody-
namiques. En particulier, les propriétés de transformation des champs électrique et magnétique lors
d’un changement de référentiel sont automatiquement prises en compte en écrivant le lagrangien,
en particulier le potentiel électromagnétique U, comme une fonction des nouvelles coordonnées.

4.7 Signification physique des équations de Lagrange : moments
conjugués

Pour mieux saisir 1'utilité de la formulation lagrangienne, il est utile de discuter la signification
physique des équations de Lagrange.

Dans le cas simple d’un systéme sans contraintes soumis a des forces conservatives décrites par
des coordonnées cartésiennes inertielles, les équations de Lagrange peuvent s’écrire comme :

4 _ 9oL _ oL
dtpl N &%i’ pi= 8952

(4.61)

Puisque dans ce cas p; est la quantité de mouvement m;&; associée a la coordonnée x;, les
équations de Lagrange expriment simplement que la variation de p; est gouvernée par la force
OL/0z; dans la direction 1.
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Dans le cas général, en définissant le moment conjugué a q; :

Pi = g (4.62)
on a une interprétation analogue : les équations de Lagrange affirment que la variation temporelle
du moment conjugué p; est gouvernée par la force généralisée dL/0q;.

Il convient de noter que des contributions aux forces généralisées peuvent également provenir du
terme cinétique 7T, comme nous ’avons vu dans le cas de coordonnées cartésiennes non inertielles
(Exemple 4.1).

Afin de mieux apprécier la signification physique des moments conjugués, discutons quelques
exemples simples.

Exemple 4.6. Considérons une particule dans un potentiel central V. La symétrie sphérique
suggere d’utiliser des coordonnées sphériques :

x = rsinf cos p, y = rsinfsin g, z =rcosf. (4.63)

Alors, I’énergie cinétique s’écrit :
1 )
T= 5m(7’“2 + 720 + r?sin? 0 o?), (4.64)

et les moments conjugués sont :

pr = mr, po = mr20, Dy = mr?sin® 0 ¢. (4.65)

ils ont une interprétation physique simple :

1) p, représente le moment radial, et

Pr= o (4.66)
2) p, est la composante z du moment cinétique L, qui est conservée puisque 0L/0p = 0 (cor-
respondant & Iannulation du moment de la force par rapport a l'axe z).

Il est commode de choisir 'axe z le long du vecteur r = (z,y, z) & l'instant initial, de sorte que
0(0) = 0 et, par I’équation de conservation (en omettant d’expliciter la dépendance temporelle des
variables) :

L, = mripsin®0 = L,(0) = 0. (4.67)

Sif(0)=0= 9(0), alors, en utilisant L, = 0, les équations de Lagrange donnent :

) (4.68)

mit = mr? — ar 7

ce qui implique 726 = 72(0)4(0) = 0, donc 6(t) = 0 et le mouvement se fait le long de I’axe z. En
dehors de ce cas tres particulier, si sin(6(t)) # 0, I’équation L, = 0 implique que ¢ = 0, donc le
mouvement se fait dans le plan ¢ = 0. Dans ce cas, py décrit le moment cinétique (orbital) de la
particule par rapport au plan de son mouvement, et par ’équation de Lagrange :

dpy _ OL

7 50 =" sinf cos 0 ¢* =0, (4.69)

pp est une constante du mouvement (deuxiéme loi de Kepler).
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La dérivation de ces résultats serait moins directe en utilisant les équations de Newton en
coordonnées cartésiennes. L’avantage de 'approche lagrangienne réside dans la formulation directe
du probleme dynamique en coordonnées sphériques, qui sont les plus appropriées pour un probleme
a symétrie sphérique. En effet, les forces lagrangiennes (généralisées) correspondantes ont une
signification physique directe, car elles décrivent les moments des forces, respectivement par rapport
alaxe z (M, = OL/Jy) et par rapport a la normale unitaire n au plan ¢ = constante (M,, = dL/06).
En fait, on a

0 oxr 0 dy 0 0 0
e Tl Vi 4.
dp Oy Ox + Oy Oy Yor +x8y’ (4.70)
de sorte que
L L L
oL OL | Ok _ . (4.71)

0y - Yor dy

De plus, en utilisant que n = N¥ A k, avec # = r/r, k le vecteur unitaire dans la direction de 1’axe
zet N =sinf, on a :

;}0 =r(cosfcospdy + cosfsingdy —sinhd,) = —n-(r AV),

de sorte que OL/00 = M,,.

En conclusion, les équations de Lagrange :

1) permettent la description la plus simple du mouvement en termes de coordonnées lagrangien-
nes, qui tiennent compte des propriétés de symétrie du systéme ;

2) donnent directement les lois dynamiques pour les moments angulaires M, M,,, ¢’est-a-dire les
équations cardinales de la mécanique ;

3) relient les lois de conservation (p, = constante, pg = constante) aux symétries du lagrangien.

La description en coordonnées cartésiennes est moins transparente : dans ce cas, les lois de conser-
vation ne font pas partie des équations du mouvement et doivent étre dérivées séparément.

4.8 Principe de d’Alembert et déplacements virtuels

Nous dérivons ici les équations lagrangiennes de maniere plus formelle a partir du principe de
d’Alembert, qui fournit une formulation générale des contraintes, des forces de contrainte qui en
résultent, et des coordonnées généralisées. Le principe repose sur le concept de déplacement virtuel,
qui définit les variations infinitésimales de configuration admissibles, a chaque instant, au regard
des contraintes.

En général, a chaque contrainte est associée une force de contrainte, inconnue a priori. Pour
un systeme de N particules, résoudre les équations du mouvement revient a déterminer les 3N
coordonnées cartésiennes z;(t) et les 3N forces de contrainte F(t), ¢ = 1,...,3N. Si le systéme
est soumis a k contraintes, nous disposons de 3N équations du mouvement et de k équations de
contrainte. Pour déterminer le mouvement des particules et les composantes des forces de contrainte
(inconnues), il faut au total 6N conditions. Les 3N équations du mouvement et les k équations de
contrainte fournissent 3N 4k conditions : il manque donc 3N — k conditions pour fermer le systeme.
Le principe de d’Alembert fournit précisément ces conditions supplémentaires en énoncant que les
forces de contrainte ne font aucun travail virtuel. Cela conduit directement & la définition d’un
ensemble minimal de coordonnées généralisées satisfaisant toutes les contraintes et a 1’élimination
des forces de contrainte inconnues des équations du mouvement.
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4.8.1 Principe de d’Alembert.

Pour un systeme de particules de masses m;, coordonnées cartésiennes x; et forces appliquées F},
on note F; les forces de contrainte. Les équations de Newton s’écrivent

En réarrangeant,
Fia + F‘ic —m;x; = 0. (473)

Le principe de d’Alembert affirme que le travail virtuel des « forces d’inertie » —m;#; ajoutées aux
forces appliquées est nul pour tout déplacement virtuel dx; compatible avec les contraintes :

3N
> (Ff + Ff — myiy) 52; = 0. (4.74)
=1

Ce principe constitue le point de départ naturel pour dériver les équations lagrangiennes.

4.8.2 Définition du déplacement virtuel.

Un déplacement virtuel dx; est une variation infinitésimale de configuration compatible avec les
contraintes, prise a temps fixé. Si les contraintes sont

falz,t) =0, a=1,...k, (4.75)

alors les déplacements virtuels admissibles satisfont

3N

Ofa
Z (x,t) dz; = 0, a=1,...,k. (4.76)
i—1 8%

On remarque qu’il n’y a pas de terme Jf, /0t dans cette condition, puisque le temps est figé pendant
le déplacement virtuel.

4.8.3 Interprétation intuitive.

Le qualificatif « virtuel » souligne que ces déplacements ne sont pas le mouvement infinitésimal
réel du systéme sur un petit intervalle de temps, mais des déplacements hypothétiques le long de la
surface de contrainte instantanée, a temps fixé :

e Pour des contraintes holonomes indépendantes du temps, les déplacements virtuels sont sim-
plement tangents a la variété de contrainte.

o Pour des contraintes rhéonomes (dépendant du temps), la vitesse réelle du systéme peut avoir
une composante selon la normale instantanée, afin de suivre la surface en mouvement. En
revanche, les déplacements virtuels restent définis sur la surface « gelée » & 'instant considéré ;
ils ne font intervenir que les gradients spatiaux 0f,/0x;.

Cette distinction est essentielle : elle garantit que les forces de contrainte, qui ne font aucun travail
virtuel, doivent appartenir a I’espace engendré par les gradients V. f, a chaque instant, ce qui
conduit naturellement a leur représentation via des multiplicateurs de Lagrange.
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4.9 Dérivation des équations de Lagrange a partir du principe de
d’Alembert

Considérons un systeme de N particules de masses m; et de positions dans ’espace cartésien r;,
1=1,...,N, de sorte que le nombre total de coordonnées cartésiennes est 3/V.
L’énergie cinétique du systéme est

Z my,r? Z m;& (4.77)

Soit ¢ = (q1,-.-.,¢s) un ensemble de coordonnées généralisées tel que
;i = i(q1y .-, qsy t), i1=1,...,3N. (4.78)

On remarque qu’ici on ne fait pas nécessairement I’hypothese que les coordonnées généralisées sont
un ensemble minimal qui satisfait toutes les contraintes. Donc s peut étre plus grand que le nombre
3N — k de degrés de liberté effectifs du systeme, ou k£ est le nombre de contraintes holonomes
indépendantes. Dans ce cas général, on verra que des forces de contrainte généralisées apparaissent
dans les équations de Lagrange.

Les vitesses généralisées sont reliées aux vitesses cartésiennes par

5. 0x; o0x;
T = q (4.79)
jzzzl qu J ot
A temps fixé, les déplacements virtuels sont
Ox;
Sx; = ; 5q; (4.80)

7=1

4.9.1 Principe de d’Alembert en coordonnées cartésiennes.
Soient F}* les forces appliquées et F; les forces de contrainte. Le principe de d’Alembert s’écrit

3N
> (Ff + Ff — myiy) 623 = 0. (4.81)
=1

En substituant 'expression de dx;,

S 3N a
ST (B + FF — mgdi) 94, 5qj = 0. (4.82)

j=1 Li=1

4.9.2 Forces généralisées.

On définit les forces généralisées appliquées et de contrainte par

§ :F“ axz (4.83)

ox;
¢=Y Ffr—. 4.84
Q5 ziﬂ 50 (4.84)
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Alors

s

> (Q? +Qf — me ) 5q; = 0. (4.85)

=1
On rappelle que les contraintes sont définies par k: équations qui, en coordonnées cartesiennes, sont

falz,t) =0, a=1,...,k. (4.86)
En utilisant le changement de coordonnées x; = x;(q, t), elles s’écrivent en coordonnées généralisées
®,(q,t) =0, a=1,...,k, (4.87)

oll
D, (q,t) = falz(g,t),1). (4.88)

En utilisant le fait que les forces de contrainte sont orthogonales aux surfaces de contrainte, on peut
exprimer les forces généralisées de contrainte comme des combinaisons linéaires des gradients des
fonctions de contrainte par rapport aux g¢; :

k
. 0P
Q=3 hag (4.89)
J

a=1

4.9.3 Identité impliquant 1’énergie cinétique.

Nous affirmons que

3N
ox; d (0T oT
miti—=—|— | — —. 4.90
; Oq;  dt (3%) Jg; (4.90)
Preuve. Rappelons que
1 3N
= myis. (4.91)
25
D’abord,
oT % . i (4.92)
9q; = dq;
Comme
5 6951 8.1‘Z
] aqy ot
on a
Ox;  Ox; (4.94)
8qj aq]' ’ '
et donc oy N o
— = My dj —— 4.95
5, = i, (4.95)
Par conséquent,
dfor) X Ox; XN d [z
— | = | = m;L; — + m;t;i— | =— | . 4.96
dt <8qj> ; 8qj ; dt an ( )

D’autre part,
i,

me = (8%) : (4.97)

m;T; —
8(]] Zl 1 z 86]]’

En soustrayant, on obtient bien (4.90). O
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4.9.4 Forme généralisée du principe de d’Alembert.
En substituant (4.90) dans (4.85) on obtient
u d (0T or
a1 — | —=— dq; = 0. 4.98
S (oo [5(2)- 2] o

Or, dans I'Eq. (4.98), les coordonnées généralisées ¢; ne constituent pas nécessairement un
ensemble minimal : elles peuvent étre liées par k contraintes holonomes

®,(q,t) =0, a=1,...,k (4.99)

et les déplacements virtuels correspondants doivent donc satisfaire les conditions linéaires
S
0P
> —2dq; =0, a=1,..., k. (4.100)
=t 8qj

Les d¢; ne sont donc pas indépendants, et I'on ne peut pas conclure directement & partir de (4.98)
que chaque coefficient de dg; doive s’annuler séparément.

La condition (4.100) définit un sous-espace du R®, constitué de tous les déplacements virtuels
compatibles avec les contraintes. Notons

0P,

S={6qeR*|Adq=0}, Ay = e
J

L’équation (4.98) affirme alors que le vecteur

e d(oT\ oT
w-aea-[5(5) o

est orthogonal a tous les déplacements virtuels admissibles dq € S :
R-iq=0 Véq € S. (4.101)

D’apres un résultat élémentaire d’algebre linéaire, le sous-espace orthogonal a S est engendré
par les gradients des contraintes, c’est-a-dire par les lignes de la matrice A. Il existe donc des

coefficients &, tels que
k

=2t

— aQJ

(4.102)

En introduisant les £, par (4.102), I’équation (4.98) devient identiquement vérifiée pour tout
déplacement virtuel admissible. On peut alors considérer de nouveau les dg; comme indépendants,
ce qui conduit a ’annulation de chaque coefficient :

d(or\ or ., . < 0%, .
ﬁ(@%)_a%_Qj+Qj+0;€aaq'7 j=1...,s (4.103)

J

On sait d’ailleurs que les forces de contrainte doivent aussi étre orthogonales aux déplacements
virtuels, et donc doivent étre contenues dans le sous-espace S. 1l existe donc des coefficients 7, tels
que

Zna

a=1

4.104
S (4.104)
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En introduisant les ()5 ainsi exprimées dans I'Eq. (4.103) on peut finalement écrire

d({or\ 8T koo 0d
— =] - = =0+ Aa—o, i=1,...,s. 4.105
dt (‘9%’) og, az:; oq;" 7 o

ol nous avons défini Ay, = 14 + &4
Si une partie de la force appliquée dérive d’un potentiel U(q,t), de sorte que Q5 =-0U /0q; +

anc) —ou dans le cas plus général ou la force appliquée est exprimée en termes de potentiel généralisé

Ul(g,g,t) et Qf = d(0U/dq;)/dt — OU/dq; + Qg-nc) — alors avec le lagrangien L = T — U on obtient
les équations de Lagrange de premiére espéce :

d (0L oL (nc) k 0, .
— =] -=—=0Qy"+ Aa—0, j=1,...,s, 4.106
dt (%) dq; ! ; dq; ( )
avec les contraintes
®,(q,t) =0, a=1,...,k. (4.107)

Si les coordonnées généralisées sont choisies comme 1’ensemble minimal de coordonnées indépen-
dantes satisfaisant toutes les contraintes, alors les déplacements le long de ces coordonnées sont par
définition tangents a la variété de contrainte ®, = 0, de sorte que les forces de contrainte ne font
aucun travail virtuel et chaque dérivée partielle 0®,/0dq; est nulle. Par conséquent, dans ce cas
particulier, il ne reste plus de forces de contrainte et les équations (4.106) se réduisent aux équations
de Lagrange de seconde espéce :

d (0L oL (nc) .
—=]1-==0! =1,...,3N -k 4.108

ol nous avons remplacé s par 3N — k, le nombre de degrés de liberté effectifs du systeme. Les forces

. nc . . ’ N
non conservatives restantes Q§. ) sont obtenues en exprimant les forces appliquées non conservatives
en fonction des coordonnées généralisées.

4.9.5 Variables cycliques, symétries et moments conjugués conservés

La discussion de la section précédente a montré que si le Lagrangien est indépendant de la coordon-
née lagrangienne ¢;, appelée alors variable cyclique, le moment conjugué correspondant p; = dL/J¢;
est une constante du mouvement :

. oL
P 0a
Comme l'illustrent clairement les exemples ci-dessus, I'existence de variables cycliques est liée
aux propriétés de symétrie du systeme.
De maniere générale, si g; est une variable cyclique, la transformation

0. (4.109)

G G=a+X G =q, j#i (4.110)
laisse le Lagrangien invariant :
L'(q,q,t) = L(a(d . 1),d(d . ¢ 1),t) = L(d, ¢, 1),

et correspond donc a une symétrie du Lagrangien et du systeme.



42 CHAPTER 4. EQUATIONS DE LAGRANGE

Dans I’Exemple 4.6, le caractére cyclique de I'angle ¢ reflete 'invariance par rapport aux rota-
tions autour de 'axe z et implique la conservation de L,. L’angle 6 devient une variable cyclique
pour le Lagrangien décrivant le mouvement dans le plan ¢ = constante, ce qui reflete I'invariance
par rapport aux rotations autour de I'axe perpendiculaire a ce plan et implique la conservation de
Po-

Dans I’Exemple 4.4, le caractere cyclique de 'angle 6 codifie 'invariance sous les rotations autour
de l'axe z (symétrie cylindrique).

Exemple 4.7. Pour une particule soumise a un potentiel V, la conservation de la quantité de
mouvement p; = ma; est équivalente a I'indépendance de V' par rapport a la coordonnée cartésienne
x1, c’est-a-dire au caractere cyclique de x; pour le Lagrangien L = T — V. Cela correspond
clairement a l'invariance de L par translation dans la direction =1 : z1 — x1 + a.

Cette relation trés importante entre lois de conservation et invariance sous transformations
de coordonnées est clairement illustrée par la formulation lagrangienne, en termes de propriétés
d’invariance de L.

Exemple 4.8. Comme autre exemple de la relation entre les propriétés de symétrie et 'indépendance
temporelle des moments conjugués, considérons une particule contrainte de se déplacer sur un céne
vertical d’angle d’ouverture 2« soumis a la gravité.

La symétrie cylindrique suggére d’utiliser la distance p = (22 + y2)1/ 2 3 l'axe du cone, pris
comme 'axe z, et 'angle ¢ dans le plan x — y comme coordonnées lagrangiennes. La symétrie
cylindrique implique que le Lagrangien L est indépendant de ¢ et que la composante z, L,, du
moment cinétique est une constante du mouvement. En fait, on a :

1 : p* mgp
L= 2p? - 4.111
2™ (p ? +sin204> tana’ ( )
et OL/0p = 0 donne p, = mp®¢ = L, = constante.
L’autre équation de Lagrange donne :
d OL 9 oL 9 Mg
= mp/ s = = — ) 4.112
dt dp mp/ sin”a op TP fana ( )
L’équation ci-dessus peut aussi s’écrire :
5= Lz sin? o — gsin acos a (4.113)
P= 28 9 . :

Il est important de noter que ¢ = L,/(mp?) n’est pas constant dans le temps, sauf dans le cas
particulier des orbites circulaires correspondant a p = C1, ¢ = Cs, qui sont des solutions si les
conditions initiales satisfont L, (0)2/(m?p(0)?) = gcot a.

4.9.6 Systemes isolés

Un systeme est dit isolé si le lagrangien ne dépend pas explicitement du temps. Autrement dit,

oL

5 =0 (4.114)
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Mais
F =T g T gt
= Z% yr ( ) Zqz
-5 (Zi%)
= Wa,- Gl Gn) = Zngi — L = constante.
i

La fonction h(qi,...,qn,q1,---,qn) s'appelle la fonction hamiltonienne. Sa valeur correspond &
I’énergie.

Exemple 4.9. Supposons que le potentiel V' ne dépende pas des vitesses, et que ’énergie cinétique
dépende du carré des vitesses :
Z QZ Z CIZ =
Z ’L

= h=2T—-L=2T-T+V=T+V.
On retrouve la conservation de 1’énergie mécanique.

Application : Pendule sphérique.
1 )
L=T-V= 5m(7“202 + 72 sin% 0 p?) — mgr cos 6 (4.115)

e L ne dépend pas explicitement du temps

= FE =T+ YV est conservé.

e L ne dépend pas explicitement de ¢

= L, est conservé.

4.9.7 Non-unicité du Lagrangien

La prescription implicite adoptée jusqu’ici était que le Lagrangien soit défini comme L =T —V,
éventuellement avec V' remplacé par le potentiel généralisé. Cependant, la question se pose de savoir
a quel point une telle prescription est unique pour des équations du mouvement données.

Clairement, une mise a I’échelle L' = AL, X € R, conduit aux mémes équations du mouvement.
Plus généralement, en dehors d’un facteur d’échelle, 'arbitraire se réduit a ’addition d’une dérivée
totale, L' — L = dF'(q)/dt. La fonction F' ne peut pas dépendre de ¢ car autrement L’ impliquerait
G. (Dans l'intégrale d’action A = fttf L(q(t),q(t),t)dt, dF/dt correspond a un terme de bord.)

En fait, la dérivée totale satisfait ’équation d’Euler comme une identité, indépendamment du
Lagrangien L :

o dF _ OF
Rl T (4.116)
dt XJ: 0q; J 8q] dt 8q]
et d 9 dF d OF o OF o dF
— = => (4.117)

dtdq; dt — dtdq; = dqi dg; U= Bq dt
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Ainsi, les termes contenant F' disparaissent des équations d’Euler dérivées de L', et on obtient
les mémes équations d’Euler dérivées de L, c’est-a-dire la méme loi dynamique.
De maniére évidente, I’addition d’une dérivée totale modifie la définition des moments conjugués :

oL OF (q)
/
i = 5 = Di+ :
8qi p 8qi

D (4.118)



Chapter 5

La formulation variationnelle de la
mécanique analytique

5.1 Le principe de moindre action en physique

En mécanique analytique, les équations d’Euler-Lagrange sont généralement dérivées a partir du
principe de d’Alembert, qui exprime 1’équilibre des forces et des inerties en termes de déplacements
virtuels. Mais il existe une autre approche, plus générale et plus élégante : le principe de moindre
action. Ce principe affirme que la trajectoire effectivement suivie par un systéeme physique est celle
qui rend extrémale (en général minimale) une certaine quantité appelée action, définie par

Sla) = /:2 L(q,q,t) dt, (5.1)

1

ou L(q,q,t) est le lagrangien du systéme.
De maniére analogue, lorsqu’on décrit non plus une particule mais un champ (comme par exemple
le champ électromagnétique), on écrit

S[®] = /ﬁ(cp,a@,x) d'z, (5.2)

ou L est la densité lagrangienne du champ.

L’idée fondamentale est la suivante : on regroupe toute la dynamique dans les propriétés d’une
seule fonction scalaire dite ’action. Cette fonction est plus correctement une fonctionnelle car elle
dépend de la trajectoire entiere ¢(¢) ou du champ entier ®(x), et pas seulement de la position ou
de I’état & un instant donné. L’action est exprimée en termes du lagrangien L (ou £). Ensuite, on
fait varier ’action, c’est-a-dire qu’on cherche la forme de ¢(t) ou de ®(z) qui rend S stationnaire.
Cette variation conduit aux équations d’Euler—Lagrange, qui sont équivalentes aux équations
du mouvement comme nous l’avons vu.

Ainsi, un méme schéma se répéte dans toute la physique :

1. On écrit le lagrangien qui décrit le systéme ;
2. On calcule l'action ;
3. On varie, on integre par parties, on fixe les bords ;

4. On obtient les équations du mouvement.

45
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Pourquoi cette approche est-elle si puissante ? On identifie plusieurs raisons :

o Elle est générale : le méme principe s’applique a une particule, a un systéme de plusieurs
corps, a un champ électromagnétique ou gravitationnel.

e Elle respecte les symétries : un changement de coordonnées ou de référentiel ne modifie
pas la forme de I'action, seulement sa maniere d’étre exprimée.

o Elle révele les lois de conservation : grace au théoreme de Noether, toute symétrie continue
de laction (comme l'invariance par translation dans le temps ou dans I’espace) conduit & une
grandeur conservée (énergie, quantité de mouvement, moment angulaire, charge électrique,
etc.).

o Elle s’étend naturellement a la physique moderne : mécanique quantique (formulation
de Feynman), relativité générale, physique des champs et théories de jauge reposent toutes
sur ce méme principe.

On peut mentionner ici quelques exemple important ol le principe de moindre action méne aux
équations fondamentales de la physique :

Electromagnétisme. A partir de la densité lagrangienne
1
ﬁMaxwell = _EFMVFW/ + JuAuv (53)

la variation par rapport au potentiel A, donne les équations de Maxwell, tandis que 'invariance de
jauge garantit la conservation de la charge électrique.

Relativité générale. La variation de ’action d’Einstein—Hilbert,

3

167G

SEH = /R\/ —-g d4$ + Smatiére; (54)
conduit aux équations d’Einstein, qui relient la géométrie de ’espace-temps au contenu en énergie
et matiere.

Physique quantique. Dans la formulation de Feynman, chaque chemin classique possible con-
tribue avec un facteur e*9/" & 1'état quantique du systéme. Donc la solution des "équations du
mouvement" n’est pas celle qui rend l'action stationnaire, mais une somme sur toutes les trajec-
toires possibles pondérées par cette phase. La beauté de la formulation de Feynman de la physique
quantique est qu’elle fait ressortir trés naturellement la limite classique : lorsque i — 0 les contri-
butions des trajectoires voisines s’annulent par interférence destructrice, et la trajectoire classique
apparait comme celle pour laquelle la phase est stationnaire. La formulation de Schrédinger et
Heisenberg de la physique quantique est équivalente a celle de Feynman, mais elle rend beaucoup

plus difficile I’établissement d’un lien entre la physique quantique et sa limite classique.

Dans ce chapitre, nous allons :
o ¢établir les équations d’Euler-Lagrange a partir du calcul des variations ;
« montrer leur équivalence avec la formulation de Lagrange en mécanique classique ;

e introduire le traitement des contraintes par multiplicateurs de Lagrange ;
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e et enfin esquisser comment le méme formalisme s’étend aux champs continus.

L’objectif est de comprendre comment un principe unique, celui de la moindre action, permet
d’unifier et d’éclairer une grande partie de la physique, des systemes mécaniques les plus simples
jusqu’aux théories de champs les plus élaborées.

5.2 Introduction au calcul des variations

Les équations de Lagrange ont la méme forme que les équations d’Euler établies par Euler dans le
cadre plus général du calcul des variations. Cette remarque est a I’origine d’une nouvelle formulation
de la mécanique. Commencons donc par établir cette propriété.

Considérons le probléme suivant : soit une fonctionnelle I[y], c’est-a-dire une fonction de I’espace
des fonctions dérivables dans R, qui & une fonction y(x) associe le nombre réel

Ily] = /;2 dz F(y,y',x) (5.5)

ol x1, T9 sont des bornes d’intégration fixées une fois pour toutes, et ¢y = g—g. On cherche la fonction
y(x) qui rend I[y] extrémal avec les contraintes

{y(wl) =y

y1,y2 donnés. (5.6)
y(x2) = y2

On définit par ailleurs 01 F = dérivée par rapport a la premiére variable et 0o F = dérivée par
rapport a la seconde. Supposons que y(x) soit la solution du probléme, et considérons la famille de
fonctions z(z,a) = y(x) + an(z), ot n(z) est une fonction dérivable quelconque de z qui satisfait
n(z1) = n(x2) = 0. Définissons par ailleurs

I(a) = I[z(z,a)] = / ’ dxF(z(m,a), ?(w,a),x) . (5.7)
1 x
Si I est extrémal pour y(x) alors
<
da = 0. (5.8)
Or, .
df 2 0z 0z 0z 0 0z
g F g (2,8 ) L2 .
i /m1 dz [81 (z(m,a), aw(m,a),:ﬂ) 90 + 0o (z, 8x’$> Do 8:):} (5.9)
Pris en a = 0, on obtient donc :
di 2 / / /
Wl = [ e mrey o + 0Py 00 @), (5.10)
a=0 1

On integre le deuxiéme terme par partie :

[ dw 0Pt o @) = 0P @)~ [ o | 00| ala). (G

1
1

Le terme tout intégré est nul puisque n(z1) = n(x2) = 0 et la condition STI; = 0 s’écrit donc :

[ a [r ) - S oaF )] ne) =0 vnta) (512)
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d
= OF(y,y, z)— @[321?(@/,9’,96)] = 0.

Ou, avec les notations qui font apparaitre les variables pour les dérivées partielles, et en changeant

le signe :
d [OF OF ,
e [89’] ~ o =0 (Equation d’Euler). (5.13)
S’il y a plusieurs variables y1, ..., yn, il suffit de considérer successivement les fonctions d’essai :
zj(x) =y;(x) sij#i
pour arriver aux équations d’Euler :
d |OF OF
— |=| - = i=1,...,n. 1

Exemple : Essayons de déterminer le chemin le plus court pour aller d’un point A(z1,y1) & un
point B(z2,y2) dans le plan. La distance le long d’une courbe C' définie par y(x) avec y(x1) = 11

et y(z2) = yo est donnée par

x2 T2 ds d
_ 1(0)\2 Y
/x1 ds = /xl dzy/1+y/'(z)2. (5.16) e

X

ds = /dz? 4+ dy? (Pythagore)

La longueur du chemin le long de la courbe y(z) peut donc se mettre sous la forme

x2 €2
Iy] :/ dzy/1+ 92 = / dz F(y,y',z) avec F(y,y,x)=1/1+y"2. (5.17)
1 1

oF oF '

— -0 ==
dy dy — J1+y?

L’équation d’Euler conduit a la condition

oF v tant (5.18)
- = ——— = C = constante. .
o 1+y”?

+c

/

= =
Y V1—c?

= a = constante = y=ax+Db.

C’est une droite !
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5.3 Le principe de moindre action

Les équations de Newton ou de Lagrange permettent de déterminer 1’évolution d’un systeme si I’on
connait a l'instant initial les positions et les vitesses des particules. Dans I’espace a 3N dimensions
des positions des particules, I’évolution définit donc des trajectoires.

On peut des lors se poser la question suivante : considérons deux points sur une trajectoire
donnée entre les instants t; et to, caractérisés par la donnée de {g}} et {¢?}. Peut-on caractériser
les trajectoires physiques par un principe global qui consiste a les comparer aux autres trajectoires
“possibles” (ou virtuelles) du systéme ? Autrement dit, si ’on consideére I'ensemble des fonctions
{q;(t)} telles que q;(t1) = ¢ et q;(t2) = q?, est-ce qu'on peut déterminer directement lesquelles
correspondent aux trajectoires physiques sans calculer I’évolution du systeme 7 La réponse a cette
question tres simple est a 'origine de la formulation la plus générale et la plus compacte des lois de
la mécanique classique.

Une telle fagon de formuler les lois de la physique est tres générale. Elle a pour la premiere fois
été utilisée dans le cadre de 'optique géométrique ou elle est connue sous le nom de principe de
Fermat, qui stipule que le chemin optique

2
/1 n(r)ds (5.19)

le long d’une trajectoire est minimum. Dans ce cadre, la différence entre les deux points de vue
(local ou global) est facile a illustrer. Considérons un dioptre plan séparant deux milieux d’indices
ny et ny. Comment trouver la trajectoire de la lumiére pour aller d’un point A dans (1) & un point
B dans (2) 7
Formulation locale : la lumiére se propage de fagon rectiligne dans un milieu d’indice ho-
mogene. A la séparation entre deux milieux d’indices n; et no, les angles d’incidence satisfont la loi
de Descartes :
n1sin4; = no sin is. (5.20)

Dans la formulation locale, on compare toutes les trajectoires issues de A, et on cherche celle
qui passe par B.

A (n1)

y
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Formulation globale : On calcule le chemin optique le long de toutes les trajectoires passant
par A et B. La trajectoire physique est celle qui minimise le chemin optique :

B
/ n(r) ds. (5.21)

A

B

On démontre aisément que celle qui minimise le chemin optique satisfait la loi de Descartes.

L’équivalent du chemin optique en mécanique s’appelle l’action. Elle est définie de la fagon
suivante.

Définition : I'action est une fonctionnelle des trajectoires définie par

SUGOY = [ Liar, o ansdns. s £) d. (5.22)

t1

Cette fonctionnelle permet de formuler les lois de la mécanique a I’aide d’un principe du méme
type que le principe de Fermat en optique.

Principe de moindre action : dans I’ensemble des trajectoires possibles allant d’une con-
figuration donnée {qi,...,qk} a Pinstant t; & une configuration donnée {q3,...,q¢% } & Dinstant to,
I’action est extrémale pour la trajectoire physique.

Remarque : il peut en principe y avoir plusieurs trajectoires qui rendent ’action extrémale,
mais en pratique il n’y en a en général qu’une. Par ailleurs, I’extrémum est en général un minimum,
d’ou le nom de principe de moindre action.

Equivalence avec les autres formulations : d’aprés les résultats de la section précédente
relatifs au calcul des variations, la fonctionnelle S[{g;(t)}] sera extrémale si les trajectoires g¢;(t)
satisfont les équations d’Euler correspondantes. Or, le lagrangien L joue le role de la fonction F,
le temps ¢ celui de la variable z, et les trajectoires ¢;(t) celui des fonctions y;(x). Les équations

d’Euler s’écrivent donc : d /6L oL

— =) —-—=—=0 i=1,...,n. 5.23

dt (5%) 0qi ’ Y (5.23)

On reconnait bien siir les équations de Lagrange. Le principe de moindre action est donc bien
équivalent aux équations de Lagrange, donc a la formulation newtonienne de la mécanique.

5.3.1 Théoréme des extremums liés

Considérons une fonction a deux variables F'(x,y) dont on cherche le minimum sous la contrainte
f(z,y) = 0. Quelles sont les équations qui conduisent au minimum ?
Réponse : 11 suffit de minimiser la fonction de trois variables

H(z,y,A) = F(z,y) + Af(z,y). (5.24)

Les valeurs zmin, Ymin sont la solution du probleme, A s’appelle un multiplicateur de Lagrange.
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Démonstration :
Minimiser H veut dire qu’il faut satisfaire les équations

OH OF \0f
or 0 e g te 0

OH OF _\0f

aT,‘O & a—y+ 3 =0 (5.25)
oOH

La troisieme équation n’est rien d’autre que la contrainte. Il faut donc démontrer qu’il existe A tel
que les deux premieres conditions soient vérifiées. Si F' est minimum, alors

0F = —dz + o dy =0, (5.26)

ou le déplacement (dz, dy) doit étre en accord avec la contrainte. Or, d’apres la contrainte f(z,y) =
0, on a

of 5. . 91
— oy =0. 5.27
308t oy % (5.27)
On rappelle que cette équation établit que les déplacements virtuels sont paralleles aux surfaces
f = cte, car orthogonaux au gradient de ces surfaces. On peut multiplier par une constante
arbitraire : o7 8f
A=+ A—dy=0 VA). 5.28
S 0T A (%) (5.29)
En prénant la somme avec ’équation §F = 0, on obtient :
OF af af
— 4+ A 1) — 4+ A oy = 0. 5.29
(8+0)x+(8y+3y)y (5.29)

On peut maintenant appliquer un raisonnement similaire a celui qui & conduit a 'Eq. (4.103) dans
le chapitre précédent. On en déduit que les deux termes doivent s’annuler indépendamment et on
a:

P
OF  ,0f

oo tA5- =0 (5.30)
oF \of

o . 31
5y 5y =" (5.31)

C.Q.F.D.

5.4 Principe de moindre action et contraintes holonomes
Supposons qu’un systeme soit décrit par k contraintes holonomes :

fi(r, ..., 7N, t) =0, ji=1,...k, (5.32)
ou, en termes de 3N coordonnées x;, i =1,...,3N :

fj(:cl,...,ng,t):0, j:]_,,ki (533)
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Les équations de Lagrange nous permettent d’écrire directement les équations du mouvement en
termes des coordonnées généralisées. Mais comment s’y prendre si on ne peut pas inverser explicite-
ment les contraintes ? L’approche variationnelle permet de traiter ce probleme.

On rappelle encore une fois que les déplacements virtuels définissent des vecteurs orthogonaux
aux gradients des fonctions de contrainte : dx -V f; = 0, ce qui se traduit explicitement en

On multiplie par des constantes arbitraires \j, tout en remarquant que cette procédure se fait a
chaque instant du temps fixé, et que donc on peut voir les A;(t) comme des fonctions du temps

=\ Zaffa ;=0 (V)\)
on prend la somme sur j
= Z)\ Zafﬂéz_o (VA;)

et on integre ce résultat dans le temps entre les instants ¢1 et to

= dtz (Z)\ 8f]) Sz =0 (YAj(t). (5.35)

Nous allons utiliser cette relation par la suite.
Par ailleurs, d’apres le calcul des variations, si I'on ajoute un petit déplacement dx;(t) tel que
dzi(t1) = dx;(t2) = 0 & une trajectoire {z;(t)} donnée, la variation de l'action au premier ordre en

dx; est donnée par
t2 d /0L
= dt» ox; — : .
o (5 - 5 (55) (5.0

Démonstration : considérons des déplacements de la forme dx;(t) = a;n;(t), avec n;(t1) = n;(t2) = 0,
et définissons la fonction )
S(at,...,azn) = S {zi(t) + aimi(t)}] . (5.37)

Pour a; petit, le développement de Taylor au premier ordre s’écrit

S(aq,...,a3y) = S(0 )+ Zozl (5.38)

Oéi:()

Mais, d’apres le calcul des variations,

a8 ta 9L d [OL
doi| o (al‘i dt (31‘1)) mi(f) dt. (5.39)

On en déduit que §S = S(a1,...,asn) —S(0,...,0) est donné par

e oL d (9L
Zz::ozﬂ]z (axi -3 (m)) dt. (5.40)
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C.Q.F.D.

Le principe de moindre action stipule que, pour un déplacement possible du systeme, 6.5 = 0.
Autrement dit, si dx;(t) est un déplacement virtuel satisfaisant dx;(t1) = dx;(t2) = 0, on doit avoir

ta 3N oL d /0L
Zéxl (8% ” (8x>> dt = 0. (5.41)

=1

Si on rajoute cette équation a 1’équation (5.35), valable pour tout déplacement virtuel, donc en
particulier pour tout déplacement virtuel satisfaisant dx;(t1) = dx;(t2) = 0, il vient

5 3N
thz &B—d( ) ZAafﬂ dt = 0. (5.42)

tlll Xy

En utilisant encore une fois la méme procédure qui nous a mené aux équations de Lagrange (4.106),

on obtient
oL (
ox; S dt

qui n’est valable qu’a condition de satisfaire les toutes les contraintes. On remarque que, comme
pour la démarche suivie pour obtenir (4.106), les constantes \; dans la derniere équation ont été
re-définies, ce qui ne change pas la validité de I’approche car il s’agit de quantités arbitraires qui sont
déterminées par la solution des équations de Lagrange. Finalement, nous avons 3N + k inconnues
ri,1=1,...,3N et \j, 7=1,...,k, et 3N + k équations :

d /0L afj o
dt((%i) Z JGa i= 18N,

fj(lfl,--«7$3N,)—0, j=1,...,k.

) Zxasz, i=1,...,3N, (5.43)

(5.44)

La solution combinée de ce systeme d’équations donne les équations du mouvement tout en sat-
isfaisant les contraintes. Omn reconnait ici les mémes équations que nous avons obtenu dans le
théoreme des extremums liés. Les A; sont donc les multiplicateurs de Lagrange et servent a tenir
compte automatiquement des contraintes holonémes.

Ce résultat peut étre reformulé de la fagon suivante : un probléme de mécanique & 3N degrés de
liberté x1,...,x3n décrit par un lagrangien L et k contraintes fj(x1,...,z3n,t) =0, =1,...,k,
est équivalent a un probleme sans contrainte a 3N +k degrés de liberté x1, ..., 23N, A1, ..., A décrit
par le lagrangien

L=L+Y X\fj (5.45)

En effet, comme L ne dépend pas explicitement de /'\j, les équations pour x; redonnent les 3N
premieres équations, et les équations pour \; redonnent les £ dernieres.

Remarques :

e Les )j sont des fonctions de ¢, et non des constantes comme dans le probleme des extrémums
liés.

e Ces équations sont valables dans tout systéme de coordonnées, et non pas simplement en
coordonnées cartésiennes.
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5.5 Equations de Lagrange et forces de contrainte

Au début de ce chapitre, nous avons établi les équations de Lagrange avec I'objectif de se débarrasser
des forces de contraintes. Il peut néanmoins étre nécessaire de déterminer ces forces de contraintes,
par exemple pour évaluer la résistance d’un dispositif lors du mouvement d’un systeme contraint.
is si ’on décri ntrain r un m T i, on peut reproduir raisonnemen
Mais si ’on décrit les contraintes pa champ de force R;, on peut reproduire le raisonnement
qui conduit aux équations de Lagrange a condition de garder 3N coordonnées. Si les forces autres
que les forces de contrainte dérivent d’un potentiel V', on en déduit :

d /0L oL

dt (ag) T or; Riz,

d /0L oL

= S 4
a (8%) oy~ T (5.46)
d /0L oL

i (5) ~ 5 = e

On peut également faire un changement de variables conduisant a s nouvelles variables g;,
j=1,...,8, 00 3N > s > 3N — k, et k est le nombre de contraintes. Les forces de contrainte
généralisées sont définies par

L OF;
Ri=» R -—.
=20 g,
Les équations de Lagrange s’écrivent alors :
d (0L oL
—|=— ) —-=—=R; i=1,... 5.47
dt <8q]> 8(]] el J ’ » S ( )

ce qui permet de calculer les forces de contrainte généralisées a partir des solutions de I’équation du
mouvement.

Ezemple : considérons un point matériel qui glisse
a la surface d’'un cylindre. Si le mouvement a
lieu dans un plan perpendiculaire a 'axe 0z du '
cylindre, les coordonnées polaires (r, ) sont bien

adaptées : la contrainte s’écrit r = a, et la seule
coordonnée généralisée est 6.

1.
1 .
L= §ma292 — mgacos
est indépendant du temps = T 4+ V = constante.
2.
Lo oom 1 .o
L= 5mr 0° + M - mgr cos 6.
3.
d /0L oL . .
R, = — () — — =mi —mrf?® + mgcos® = —mabh* + mgcosh cari=0. (5.48)
dt \ or or
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Siat=0,0=0etf=0,o0na

3 a6 + mga cos § = mya, (5.49)
d’ou
R, = —mab® + mgcos (5.50)
= 2mg(cosf — 1) + mg cos 0 (5.51)
=mg(3cosf — 2). (5.52)

Ainsi, R, > 0 tant que cosf > 2. Au-dela de 8 = Arccos (%) la bille n’est plus en contact avec la
sphere.

5.6 Principe de moindre action et contraintes plus générales

Une contrainte holonéme
fi(@1,. . z3n,1) =0 (5.53)

conduit, en dérivant par rapport au temps, a une contrainte du type

Z afj & + % = 0. (5.54)

Dans certains cas, les contraintes s’écrivent directement comme des relations entre les vitesses,
mais sans que les coefficients soient reliés entre eux par le fait d’étre des dérivées partielles.

Ezemple : Une roue de rayon R, dont le plan est orienté dans la direction verticale z, roule sans
glisser dans le plan horizontal.

La vitesse du point de contact doit étre nulle :

a'c—Rcos¢9=0,
§— Rsing0 = 0.

Un tel probleme ne peut se décrire a l'aide de fonctions f;. En effet, comme il n’y a pas de
terme en ¢, les f; devraient étre indépendantes de ¢. Mais le coefficient de § dépend de ¢.

De telles contraintes sont non holonémes. Elles s’écrivent de fagon générale :

3N )
> ali;+a} =0, (5.55)
=1
ou encore
3N Jdx;

Zal 7 +a%:0,
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soit
3N

> al dai +ad dt = 0. (5.56)
i=1
Pour résoudre ce probléme, il est traditionnel d’introduire des déplacements virtuels satisfaisant

3N
> al bz =0, (5.57)
=1

I'idée étant que ces déplacements virtuels se font a temps constant (dt = 0), et de faire I’hypothese
que l'action est extrémale vis-a-vis de ces déplacements virtuels. Le calcul fait pour les contraintes
holonomes se transpose sans aucune modification, et on obtient les équations :

L L :
d<8 ) 0 =Y Nal, i=1,...,3N,
J

3N ' (5.58)
daldi+ah =0, j=1,....k

i=1
Ces équations sont parfois appelées équations de Lagrange de premiére espéce.

Ezemple : Un cylindre roule sans glisser sur un plan incliné.

Contrainte : rf = i

Remarque : cette contrainte est intégrable et on pourrait aisément se débarrasser d’une vari-
able.

1 1 .
T — S M2 4 S M262
5 M +2 re°,
V = Mg(l — x)sin ¢, [ = longueur du plan incliné.

La contrainte se réécrit :

rf—i=0 = ag =1, ap = —1.
L=T-V

81./ =Mr?) = i (8L> = Mr30,

00 dt \ 90

oL
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ggzMj: = jt(?i) = Mz,

% = +Mgsin ¢,
Mz — Mgsing = —), (5.59)
{Mﬂé = Ar. (5.60)

=i = rl=37

(5.59) = Mi = X

5= gsin ¢
= .,
(5.60) = )\:w, (5.61)
. gsin¢
0= .
2r

Calcul direct :
r§+C =x = on élimine 6.

T = M3i?,
V =Mg(l —z)sin ¢,

= 2Mi= Mgsing = j:gs;nqb'

Remarque : Les déplacements virtuels pour une contrainte du type

3N '

J g J
E a; i + ag
i=1

sont définis par
3N
Z al dz; = 0.
i=1

La minimisation de l'action pour ces déplacements virtuels conduit aux équations de Lagrange
de premiere espece.

On peut aussi aborder le probleme différemment et se poser la question : quelles sont les
équations satisfaites par z;(t) si 'on minimise I’action en se donnant simplement la contrainte ? Ce
probléeme mathématique est bien posé, et la solution générale stipule que pour minimiser l'intégrale
de F(x,y,y’) sous la contrainte G(z,y,y’) = 0, il suffit de minimiser

F(z,y,y") + Mx)G(z,y,y")

(démonstration non donnée).

Pour une contrainte holonéme du type G(z,y) = 0 (pas de dérivée), I’équation d’Euler-Lagrange
conduit & :

d <8F) OF _,0G
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On retrouve le résultat annoncé. Ce résultat se généralise immédiatement & plusieurs variables.
On en déduit que pour des contraintes holonomes, le principe de moindre action reste valable.

I’action restreint aux trajectoires satisfaisant la contrainte conduit aux équations de Lagrange
de premiere espece. Cela n’est pas étonnant. Dans le cas de contraintes holonomes, les fonctions
(x1 + dz1, ..., 2N + dzN) satisfont la contrainte des que

0
>

(5.’BZ' =0.

i
Autrement dit, la condition que nous avons établie est une condition nécessaire.

Par contre, pour une contrainte non holonéme du type f(z,y)y’ +g(z,y) = 0, 'équation d’Euler-
Lagrange s’écrit :

M) f(.y)] — A [Zgy + f’g] 0. (5.63)

d <8F> oF d
dy

- - - _|_ -
dx \ 0y’ oy dx [
Dans le cas de plusieurs variables, il faut rajouter un multiplicateur de Lagrange par contrainte.
En général, ces équations ne sont pas équivalentes aux équations de Lagrange de premiere espece.
On peut néanmoins démontrer que dans un certain nombre de cas, les solutions des équations de
Lagrange de premiére espéce sont aussi solutions des équations (5.63). L’expérience prouve que les

équations de Lagrange de premiére espece conduisent a une description satisfaisante des forces de
contrainte. C’est elles qui sont en général utilisées.

5.7 Contraintes intégrales

Les contraintes rencontrées dans le contexte des équations de Lagrange sont en général du type
précédemment évoqué. Mais on rencontre souvent des contraintes plus générales dans d’autres
contextes. En particulier, on doit souvent résoudre des problémes qui consistent a extrémaliser

T2
/ F(z,y,y)dz,  (y(21) = y1, y(22) = y2)
1
sous la contrainte .
2
/ flz,y,9)dx = c.
xr1

Solution : il suffit de résoudre le probleme plus général de l'extrémalisation de l'intégrale de

G = F + Af ou X est une constante, puis de choisir A tel que la contrainte soit satisfaite.

Démonstration : considérons deux fonctions d’essai 71 (z) et n2(x). La condition d’extrémalité
implique que la fonction

T2
(o, ap) = / F(z,y+o1m + agne, ¥ + oan) + agny) dx (5.64)
1
soit extrémale, sous la contrainte
2 / / /
Y(ag, az) = / [z, y+ arm + aana, v + aamy + agny) de = ¢, (5.65)
1

pour oy = ag = 0.
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D’apres le théoreme des extremums liés, cela implique qu’il existe A tel que

9 N
Aoy o1= 8 da o1= =0
96 . (5.66)
8 a1=0 A e Oao |a1=0 =0,
@2 a;:O 2 a;:O
solt d (OF\ OF d (0f\ Of
2
A B (ay,) Ty (i (ay) - ayﬂ m(@)dz =0,
(5.67)

2 d (OF oF 0 0
L[ G5r) =55+ (@ (5p) - 35| oy =0
o Ldz \ Oy y dx \ Oy’ oy
La premiére équation fixe A. Comme 73(z) est indépendante de 71 (), la deuxiéme implique que
G = F + \f satisfait I’équation d’Euler. Autrement dit, il existe A tel que f;f G(z,y,y') dz soit
extrémal. La valeur de A doit par ailleurs étre ajustée pour que la contrainte soit satisfaite.

Ezemple : Trouver la configuration d’un fil de masse linéique p et de longueur [ fixé entre deux
points de méme hauteur.

i Yy
\/ ;
Solution :

Il faut minimiser ’énergie potentielle

2
Iy] = p/ dxy\/1+y"? (5.68)
1
2
/ dry/1+y2—1=0. (5.69)
1

On doit donc écrire I’équation d’Euler-Lagrange pour

sous la contrainte

Liy,ysx) = y 1+ 52 + M1+ 2, (5.70)
OL vy
— =Y+ —. 5.71
5y = W) (5.11)
Remarque : Le lagrangien ne dépend pas de z. Du coup y’y — L est une intégrale premiere
Y
12 14+ y/2
= + ) ——— +A)—F—— =cte

soit
Y+ A

Vity?

(y+X1)?=C*(1+y?)
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Y+ A)?
= le = (CQ) —1
= y+ A= Ccosh (g + C'1> “chainette”

En effet,
" = sinh <x +C’>
1y = sin - 1

2
= ¢ =sinh? (2 +C1) = cosh? (2 +C1> —-1= (y—g;\) -1
A, C' et C] sont déterminés par les équations
y(r1) = y1,
y(z2) = y2, & y—f—)\—Ccosh(g—i—Cl).

/de\/l—l—yazl
1

5.8 Lagrangien et changements de référentiels

Comme nous sommes partis de I’équation F = @ pour établir les équations de Lagrange, et que
cette équation est valable dans un référentiel galiléen, la formulation lagrangienne de la mécanique
est valable dans un référentiel galiléen. Mais le lagrangien dans deux référentiels galiléens en trans-
lation rectiligne uniforme 'un par rapport a 'autre n’est pas le méme.

Ezemple : L =T = imj:z dans un référentiel. Considérons un référentiel en translation

rectiligne uniforme & la vitesse vg. Soit 2’ = z — vyt la coordonnée dans ce référentiel.

2

1
Le lagrangien L’ dans ce référentiel est §ma'c’ . Par contre, le lagrangien L dans le référentiel

original peut s’écrire en fonction de 2’ :
1 1 1
L(2',3') = im(x’ +v)? = §ma':'2 + mi'vy + imvg. (5.72)

Heureusement, ces deux lagrangiens conduisent aux mémes équations. C’est un cas particulier

dF
de la remarque générale faite plus haut selon laquelle on peut ajouter une fonction du type E(q, t)

au lagrangien sans changer les équations du mouvement.
En effet,
1
L(z',i") — L'(2', i) = mi'vg + imvg

= d (mv '+ 1m02t>
Tat\" T g '

Si 'on préfere travailler dans un systeme de coordonnées qui se rapportent a un référentiel non
galiléen, on peut procéder de deux fagons :

1. Se placer dans ce référentiel, et inclure les forces d’inertie d’entrainement et de Coriolis dans
le second membre des équations de Lagrange.

2. Ecrire le lagrangien dans un référentiel inertiel, faire un changement de variables par rapport
aux nouvelles coordonnées, et écrire les équations de Lagrange habituelles. Les forces d’inertie
apparaissent automatiquement comme une conséquence du changement de variables.
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5.9 Le Théoréme de Noether (1918)

Le théoreme de Noether, publié en 1918, peut étre résumé en disant que pour chaque symétrie
continue du Lagrangien il y a une quantité conservée.

Soit donné un systéeme a N degrés de liberté, associés aux coordonnées généralisées ¢;, avec
i = 1,...,N. Le systéme est caractérisé par un Lagrangien L({q;},{¢;},t). Supposons que le
Lagrangien ne change pas aprés une transformation des coordonnées ¢; — ¢;(s) qui dépendent d’un
seul parametre s :

L({ai(s)},{¢i(s)}, 1) = L{ai}, {di}, 1) (5.73)

Autrement dit,

d .
oo Lai(s)} {ai(s)}. 1) = 0. (5.74)
On peut montrer que la quantité
N
OL 0q;i(s)\
= g (8(11 Bs ) = constante (5.75)

En effet, on prend la dérivée temporelle de 'Eq. (5.75)
. d AL g;(s )) N {d (aL) dqi(s)  OL 8g(s)
S Py (e o 5.76
C=a lz <8q1 Ds ; it \og) 0s 04 0s (5.76)

En utilisant les équations de Lagrange, on peut réécrire cette derniere équation dans la forme

o Z [aL dai(s) . OL 842-(3)] _dL _ (5.77)

dqi 83 " 94 05 ds
ou la derniere égalité suit de la chaine de dérivées.

Exemple 5.1. Invariance par translations. L’invariance par translations du Lagrangien s’écrit

L({fz}’ {f’t}’ t) = L({f’t + S’J}v {fz}v t)

ou 4 est un vecteur unitaire qui marque la direction selon laquelle I'invariance par translation du
Lagrangien est valable.
L’Eq. (5.75) nous dit que la quantité conservée est

NaLa

N
% 95 —(Z; + su) Zﬁ G=1i-P (5.78)
i=1 9%i i=1

Autrement dit, 'invariance par translation selon # du Lagrangien a comme conséquence la
conservation de la composante selon 4 de 'impulsion totale du systeme.
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Chapter 6

Les équations de Hamilton

6.1 Conservation de 1’énergie

Comme nous 'avons vu précédemment, les équations de Lagrange décrivent 1’évolution temporelle
des moments conjugués (par exemple, la quantité de mouvement, le moment angulaire, etc.), dont
les lois de conservation sont directement liées aux symétries du Lagrangien L. Une question naturelle
est de savoir s’il est possible d’obtenir une dérivation tout aussi simple de la conservation de I’énergie
pour les systémes isolés dans des référentiels inertiels.

Commencons par montrer que la fonction suivante H, des coordonnées g;, ¢;, appelée fonction
hamiltonienne, est une constante du mouvement si le Lagrangien ne dépend pas explicitement du
temps (c’est-a-dire si L/0t = 0) :

. . oL
H(q,4,t) =Y pigi— L,  pi= % (6.1)
En effet, on a (la somme sur 4 est implicite)
AH _dOL. L oL, oL oL 62
dt — datog " TP T 9g, " T 9g " T o '
doL oL\ . 0L
= (dtaq,-_aq,) %-E—Oj (6.3)

comme conséquence des équations de Lagrange, a condition que dL/0t = 0.
L’étape suivante consiste a reconnaitre que la fonction hamiltonienne correspond a 1’énergie
totale du systeme, H =T +V, si :

i) la relation entre les coordonnées cartésiennes et les coordonnées lagrangiennes ne dépend pas
explicitement du temps : ¢; = ¢;(z),i=1,...,n;

ii) le potentiel ne dépend pas des vitesses : dV/9¢; =0,i=1,...,n.

En fait, d’apreés 1’équation (2.2), on a (la somme sur les indices répétés est implicite)

1 . 1 8951 83:1 ..
T = —mif = —m ———— qj{; A4
Zz:mel ;21” 9q; 9; " 64
oT ox;
pi= o = Y mi ; > pigi = 2T, 6.5
9g; ; " By, - (6:5)

63
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et
H=) pgG-T+V =T+V. (6.6)

Exemple 6.1. Considérons une masse ponctuelle soumise & une force élastique kx (oscillateur

harmonique). Alors

1 1 oL
L = fm:tQ—fk:mQ, p = o=
ox

5 5 = mz, (6.7)

1 1 p? 1
H = -mi’+ ks> = =— +-ka®> = T+V 6.8
g Ma” gkt om T 2" t (6.8)

c’est-a-dire que H est la fonction énergie, dont la conservation résulte du fait que L ne dépend pas
explicitement du temps.

Exemple 6.2. Considérons une particule dans un potentiel central (voir I'Exemple 4.6). D’apres
(4.64) et (4.65), on obtient

H = mi? + mr?0? + mr?sin®0 2 — L (6.9)

2 2 2
__ Dy Py Py V(r)
)

= 6.10
o2m  2mr?2  2mr2?sin2d ( )

autrement dit, la fonction hamiltonienne coincide avec I’énergie de la particule T+ V.

Exemple 6.3. Considérons une particule de masse m et de charge ¢ se déplacant dans un champ
électromagnétique statique. Le lagrangien du systéme s’écrit

L= %ka—i—qx-A(x) g o), (6.11)

o A(x) est le potentiel vecteur et ¢(x) le potentiel scalaire. Le moment canonique conjugué a la
coordonnée x est donné par

L
p= gx =mx + qA(x), (6.12)
tandis que le moment mécanique est
T=mX=p—qA(x). (6.13)

Le hamiltonien s’obtient par la transformation de Legendre :
H=p -x—L. (6.14)

En substituant les expressions précédentes, on trouve
1
H=(mx+qA) x— <2m>k2+q>‘<-A—q¢>

1
= 5m>‘<2 + q o(x). (6.15)
En exprimant la vitesse en fonction du moment canonique,
—qgA
«_ P—dAX)
m

)

on obtient finalement ’hamiltonien sous la forme

H(x,p) = %(p — qA(x))2 + q p(x). (6.16)
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Bien que le lagrangien contienne un terme dépendant de la vitesse, ’hamiltonien correspond
bien a I’énergie totale du systéme :

E=T+q¢p= %m)’(g + qo(x). (6.17)

Le terme ¢x - A ne modifie pas ’énergie mécanique ; il n’affecte que la relation entre le moment
canonique et le moment mécanique, garantissant que les équations de Hamilton reproduisent cor-
rectement la dynamique sous l'effet du champ magnétique.

Ainsi, dans ce cas, le hamiltonien représente bien I’énergie physique du systéme, méme si le
lagrangien dépend explicitement des vitesses.

Exemple 6.4. Un cas simple dans lequel les conditions i) et ii) ci-dessus ne sont pas satisfaites
est donné par I’Exemple 3.1, repris dans ’Exemple 4.1 dans la Section 4.5. Il s’agit de décrire
le mouvement d’un pendule sur un plan en rotation. Une masse ponctuelle est contrainte de se
déplacer le long d’un cercle vertical de rayon r centré a l'origine et de déterminer le mouvement de
la masse lorsque le cercle tourne autour de son diametre vertical avec une vitesse angulaire w. Le
lagrangien dans le référentiel inertiel est donné par

1 .
L= imrz(oﬂ cos® 0 + 6?) — mgrsin, (6.18)

d’ou 'on déduit que le moment conjugué a 6 s’écrit pg = mr20. Le Hamiltonien est donc donné par

1

H = 5mr20'2 —L (6.19)
Pj 1

= 2m67“2 + mgrsin§ — imr2w2 cos® 6 (6.20)

=T +V — mr?w? cos® 6, (6.21)

ou T et V sont donnés par I’équation (4.31). Comme L ne dépend pas explicitement du temps, H
est une constante du mouvement, mais elle ne coincide pas avec I’énergie de la particule T'+ V', qui
n’est pas constante dans le temps car le systéme n’est pas isolé. En effet, un travail doit étre fourni
pour maintenir le cercle a vitesse angulaire constante w. Le travail effectué par les forces extérieures
pendant l'intervalle de temps dt est donné par la variation de I’énergie cinétique :

AW = dT = —mr?(w? cosOsin 00 + 00)dt, AW = —dV + dW’, (6.22)

ott dV = mgrcosf0dt est le travail effectué par la force gravitationnelle, et dW’ est le travail
effectué par le moteur maintenant w constant. En utilisant ensuite I’équation du mouvement pour
6, équation (3.20), on obtient

AW’ = 2mr2w? cos #sin 04 dt, (6.23)
et le travail total effectué par le moteur lorsque la particule se déplace de § = —7/2 & 6 est
W' = mr?w? cos® 6. (6.24)

En conclusion, H décrit ’énergie du systéme global (particule + moteur), qui est constante dans le
temps.

La formulation lagrangienne permet une description simple dans le référentiel non inertiel R/,
dans lequel le cercle est au repos. Dans ce référentiel, I’énergie cinétique de la particule est donnée
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par pg /2mr?, et I'énergie potentielle comporte & la fois la contribution V' due & la force gravitation-
nelle et la contribution

1
Ve= —§mr2w2 cos? 6, (6.25)
due a la force centrifuge (potentiel centrifuge).
Ainsi, dans un tel référentiel, I’énergie totale
Er =Tr +V +V, (6.26)

est constante dans le temps.

Exemple 6.5. Une différence similaire entre la fonction hamiltonienne et I’énergie de la particule
se produit dans le cas d’'une particule de masse m soumise a une force harmonique —kz, avec un
potentiel correspondant V' = %kr2, ol r = |z|, et contrainte & se déplacer sur une tige horizontale
qui tourne avec une vitesse angulaire constante w autour de l'axe (vertical) z.

On a:
R 2,2 _ o
T= 2m(r + wr?), L=T-Y, Dr = M7, (6.27)

et par conséquent la fonction hamiltonienne est

H = %m?’“2 — %mw2r2 +V =T+V —mrin’ (6.28)
Comme L ne dépend pas explicitement du temps (0L/0t = 0), H est une constante du mouve-
ment, tandis que ’énergie T+ V ne 'est pas, car le systéme n’est pas isolé et que la tige effectue
un travail pour maintenir une vitesse angulaire constante w. Comme dans I'exemple précédent,
ce travail provient de la force de contrainte R qui possede une composante dans la direction de
la vitesse (R -v # 0), et un travail est donc effectué par le moteur qui fait tourner la tige. Cela
apparait clairement dans le référentiel non inertiel ou la tige est au repos, et ou la force centrifuge
donne lieu a un terme additionnel dans le potentiel.

6.2 Equations de Hamilton

Les exemples précédents montrent qu’en général, les moments conjugués p; peuvent étre plus directe-
ment liés aux grandeurs physiques pertinentes que les coordonnées ¢;. En particulier, les propriétés
de symétrie associées aux variables cycliques (lagrangiennes) se traduisent directement en termes
de leurs moments conjugués p;.

La description des configurations d’un systéme mécanique en fonction des variables g;, p; (ap-
pelées variables canoniques) est souvent plus commode que celle en fonction des variables la-
grangiennes ¢;, ¢;. En effet, dans les exemples discutés ci-dessus, la fonction hamiltonienne se révele
étre une fonction des variables canoniques. De maniere plus générale, la fonction lagrangienne
L =T —V ne possede pas de correspondance directe simple avec les grandeurs canoniques.

La fonction lagrangienne L = T'—V n’a donc pas toujours une signification physique directe, con-
trairement a la fonction hamiltonienne, qui, comme nous ’avons vu, correspond dans de nombreux
cas intéressants a l’énergie, H =T + V.

On peut alors se demander s’il est possible :

i) de réécrire les équations de Lagrange sous une forme ne faisant intervenir que les variables
canoniques ¢q; et p; ;
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ii) de formuler les équations du mouvement a partir de la fonction hamiltonienne (plus directe-
ment liée aux grandeurs physiques), plutot qu’a partir de la fonction lagrangienne.

La réponse positive a ces deux questions est donnée par les équations de Hamilton, qui,
comme nous le verrons, présentent également plusieurs avantages par rapport aux équations de
Lagrange.

Pour cela, remarquons que, sous des conditions générales, les relations p; = 9L/0q¢; = pi(q, q,t)
peuvent étre inversées, c’est-a-dire que ¢; = ¢;(q,p,t). Ainsi, de maniére tout a fait générale, la
fonction hamiltonienne peut étre considérée comme une fonction des variables canoniques g et p :

H(g,p,t) = Zpi Gi(¢,p,t) — L(q, di(q, p, t),t) . (6.29)

Le différentiel de H peut alors s’écrire en termes des différentiels de deux ensembles de variables
possibles, qi, Q’L ou g, p; :
0H OH OH
dH = —dg; + —dp; —dt, 6.30
;<8Qiq+8pip>+at (6.50)

, oL oL oL
dH = (%’ dpi + pidg; — aTj-in - 8q-dqi> - Edt' (6.31)

En comparant les deux expressions de dH et en utilisant p; = dL/0q;, ainsi que les équations

de Lagrange f% = %% = p;, on obtient :
OH OH OH 0L
o — ¢ ) dpi —— +pi | dg; — +—-)dt=0. 6.32
(api q>p+<8qi+p>q+(8t+8t) (6:32)

Les variables ¢;, p; et t, ainsi que leurs différentielles, pouvant étre considérées comme indépen-
dantes, I’équation précédente conduit aux équations de Hamilton :

_om . om  om_ oL
= 5p P oy ot ot

(6.33)

Au-dela des manipulations formelles ci-dessus, nous avons atteint les objectifs suivants :

1. Décrire la dynamique du systéme a 'aide d’équations qui font intervenir les variables canon-
iques (plus commodes).

2. Remplacer les équations de Lagrange associées aux n coordonnées lagrangiennes — équations
du second ordre en temps, nécessitant donc la connaissance de 2n conditions initiales indépen-
dantes — par les équations de Hamilton pour les 2n variables canoniques indépendantes, qui
ont 'avantage d’étre du premier ordre en temps. La relation entre p;(t) et ¢;(t) fait partie
intégrante des équations de Hamilton, et non d’une relation a priori.

3. Obtenir une description complete de I’évolution temporelle en termes d’une seule fonction, le
Hamiltonien, qui est (en général) relié a la fonction énergie. Au lieu de devoir spécifier toutes
les forces agissant sur le systéme (dont certaines ne sont pas connues a I’avance) comme dans la
formulation newtonienne, la formulation hamiltonienne permet d’écrire que toute linformation
sur le probléme dynamique est encodée dans I’Hamiltonien, en tant que fonction des variables
canoniques.
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6.3 Transformations de coordonnées et équations de Hamilton

Comme souligné dans le chapitre précédent, I'une des propriétés les plus importantes et les plus utiles
des équations de Lagrange est leur covariance sous les changements de coordonnées (lagrangiennes),
conséquence de I’équation (4.23). Il est donc naturel d’examiner les propriétés de covariance des
équations de Hamilton sous les transformations des variables canoniques.

Considérons d’abord un changement de coordonnées ¢; — Q; = Qi(g,t). D’apres Iéquation
(4.23), le Lagrangien se transforme de maniere covariante :

LQ(Q7 Q7 t) - LQ(Q(Q7 t)v q(Q7 Q: t)? t)

Par la définition des moments conjugués, on a alors (la somme sur les indices répétés est implicite) :

oL ,1), 1)), t 0L, 04, 0q;
0Q; 3Qi d4j 0Q; 0Q;
ou nous avons utilisé 1’équation (4.5) : 8%—‘” = a‘zgfn, qui reste valable pour tout changement de

coordonnées. En utilisant I’équation (4.4) pour ¢;, avec ¢; = ¢;(Q, Q,t), on a :

> PQi= Z Jan ij (qj 8%). (6.35)

Ainsi, pour 'Hamiltonien exprimé dans les nouvelles variables canoniques @, P, on obtient :

En conclusion, on a :
(@ P.1) = Hyy — Y 20 4 b 0(Q.0), 0@, P10, 1), (6.37)

7

Ainsi, contrairement au lagrangien, I’Hamiltonien n’est pas un scalaire sous un changement de
coordonnées. Ce résultat reflete une propriété physique importante : en général, ’énergie d’un
systeme mécanique dépend du choix des coordonnées. Nous allons vérifier ce fait explicitement
dans quelques exemples simples ci-dessous.

Exemple 6.6. Considérons une particule ponctuelle soumise & un potentiel V', en une dimension.
Le lagrangien et ’hamiltonien sont :

_ L _ L _
L= 5 V(z), H= 5 +Vi(z) = oo + V(x), (6.38)

et, sous un changement de coordonnées lagrangiennes x — x’ = x—uvt, correspondant & un référentiel
en translation uniforme & vitesse constante v, on a :

Ly (2 i t) = Ly(z(2',t), 2(2/, i, t),t) = %m(m' +v)? = V(x(z',1)). (6.39)

De plus, p’ = m(i’ + v) = p = md. Ainsi, 'Hamiltonien dans les variables originales x,p est
2
H,, = £~ +V, tandis que dans le nouveau systeme (2, p’) on a :

1
Hyr p(2',p') = Hypp — pv = %p’2 + V(z(2,t)) — plv. (6.40)
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Cela montre que I’Hamiltonien ne se transforme pas comme un scalaire sous un tel changement
de coordonnées.

Exemple 6.7. Considérons les propriétés de transformation de I’Hamiltonien lors d’un changement
de coordonnées correspondant & un référentiel R’ en rotation a vitesse angulaire constante w par
rapport a un référentiel inertiel R.

Pour simplifier, considérons le cas d’une particule ponctuelle soumise & un potentiel V. En coor-
données cylindriques p, @, z, avec I’axe z coincidant avec I’axe de rotation de R’, la transformation
s’écrit :

/ ! t _
P =0 Y =@ —uwi, Z =z

Le lagrangien dans les nouvelles coordonnées est :

1
Lp, sz 0, 2) = 5m(p® + p*(¢ +w)* + 2%) =V, (6.41)

et les moments conjugués sont :

Py =Dpy D =Dz pe=mpi(P +w) = py.

Ainsi,
1 P2
H(p,p,2,0psPgrp:2) = 5 <pf, +p2+ p“;’) +V(p,p,2), (6.42)
et
1 p2/
H/(,O, ¢, Z’pp’pw”pz) = om (pi + pg + pg) + V(p, ¢+ wt, z) — ppw (6.43)
= H(p7 SO/ +Wtazapp7pcp7pz) _p<pw7 (644)
Py’ = Pep- (6.45)

Comme p,, décrit la composante du moment angulaire selon I’axe z, le terme p,w peut également
s’écrire sous la forme L - w. L’Hamiltonien H est constant dans le temps, puisque L ne dépend pas
explicitement de ¢, et il décrit I’énergie du systéme dans le référentiel R. En revanche, H' n’est
pas constant dans le temps, puisqu’il dépend explicitement de ¢ dans les nouvelles variables, sauf
si V est indépendant de ¢. Dans ce cas, p, = L. est une constante du mouvement, et p,w 'est
également.

Exemple 6.8. Considérons une masse ponctuelle est contrainte a se déplacer le long d’une tige de
masse négligeable, qui forme un angle o avec la verticale et tourne autour de celle-ci avec une vitesse
angulaire w. De plus, la particule est soumise a une force élastique —%kr, ou 7 est la distance a
I’origine, ainsi qu’au potentiel gravitationnel.

Il est clair que le systeme ne posséde qu’un seul degré de liberté, décrit par la coordonnée r, et
I'on a :

1 1
T= §m(7'"2 + r2w?sin® a), V= 51{7’2 + mgr cos a, (6.46)

L o2, 2929 L, o
L= §m(r + r“w”sin” a) — 51@7“ — mgr cos a. (6.47)

I’Hamiltonien s’écrit alors :
I L 9 2.2

H ="+ —kr°+mgrcosa — —mr<w”sin” « (6.48)

2m 2 2

=T +V — mr’w?sin? a. (6.49)
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Comme le lagrangien ne dépend pas explicitement du temps, 'Hamiltonien est une constante
du mouvement. Cependant, I’énergie Er =T+ V de la particule dans le référentiel inertiel R n’est
pas constante dans le temps. En revanche, ’énergie Ex/ mesurée dans le référentiel en rotation R/,
dans lequel la tige est au repos, coincide avec H (on remarque la présence du potentiel centrifuge)
et est constante.

6.4 Transformations canoniques

Dans la formulation hamiltonienne, I’évolution temporelle d’un systéeme est décrite par une trajec-
toire dans ’espace a 2n dimensions I', appelé espace des phases, défini par les 2n variables canoniques
indépendantes. Il est donc naturel de considérer des transformations générales et inversibles des
coordonnées de ’espace des phases I', a savoir :

¢i(t), pi(t) — Qi(q,p,t), Pi(q,p,1). (6.50)

La question essentielle qui se pose alors est de déterminer les conditions sous lesquelles, pour tout
choiz de I’Hamiltonien, les équations de Hamilton correspondantes demeurent invariantes en forme
— c’est-a-dire qu’il existe une fonction hamiltonienne K (Q, P) telle que les équations de Hamilton
soient valides pour les nouvelles variables @), P. Les transformations qui satisfont cette condition
sont appelées canoniques.

Comme le montrent les exemples précédents, les nouvelles variables Q;(g,p,t) et Pi(q,p,t) ne
peuvent pas étre choisies comme des fonctions arbitraires des anciennes variables. En effet, si
les nouvelles coordonnées @); ne dépendent pas des p;, c.-a-d. Q; = Qi(q,t), la transformation
pi(t) — P; = Pi(q,p,t) est alors uniquement déterminée par 1’équation (6.34), c’est-a-dire que
P, =3%2;p;0q; /0Q;. Cest cette condition qui garantit que les nouvelles variables @, P satisfont les
équations de Hamilton avec un Hamiltonien Hg p obtenu a partir du lagrangien via I’équation (6.36).
D’apres la maniére dont 'équation (6.34) a été déduite, on pourrait étre amenés a penser qu’il s’agit
d’une condition nécessaire pour qu’une transformation soit canonique. Cependant, ce n’est pas le
cas, car cette condition a été déduite de la définition du moment conjugué P; = 0Lg/ 9Q;, donc en
supposant une forme spéficique du Lagrangien Lg(Q, Q, t). Nous savons que la form du Lagrangien
n’est pas unique, car 'ajout d’une dérivée totale par rapport au temps d’une fonction de Q(q,t) et
t ne modifie pas les équations du mouvement. Ce changement de Lagrangien conduit en général a
une forme différente pour les moments conjugués F;, et donc a une transformation différente entre
les variables canoniques. En fait, il existe des transformations canoniques plus générales qui ne
satisfont pas la condition (6.34), comme nous le verrons plus loin.

Il convient de noter que, si on fait 'hypothese additionnelle que la transformation ne dépend
pas du temps, c.-a-d.

aqj'

¢ — Qi = Qi(q), pi — P = ij@, (6.51)
j i

alors cette transformation conduit & une nouvelle fonction hamiltonienne H¢g p prenant les mémes
valeurs que I'ancienne fonction hamiltonienne H,, pour les points correspondants (voir équation
(6.37)). En effet, dans ce cas, on a 0¢;/0t = 0 dans I’équation (6.37), et donc Hg p(Q,P) =
H,,(q(Q),p(Q,P)). Cette propriété de covariance est valable pour toute fonction hamiltonienne
initiale Hy .

Cette remarque nous amene a considérer le cas plus général des transformations indépendantes
du temps. L’étude des transformations explicitement dépendantes du temps (équation (6.50)) est
plus complexe et sera abordée dans le chapitre suivant.
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Pour discuter de I'invariance de forme des équations de Hamilton, il est commode de les écrire
sous la forme compacte suivante :

. OH . 0 I
Xi _GT)Q7 1= 1,...,27’?/, G— <—H 0) s (652)
oit X désigne un vecteur colonne défini par X = (q1,...,qn,p1,...,0n)’, et G est une matrice

2n x 2n, ou I’élément 0 represente la matrice nulle n x n et ’élément I la matrice identité n x n.
Avec ces notations, une transformation indépendante du temps des variables canoniques g;, p; —
Qi(q,p), Pi(q,p), i =1,...,n, peut s’écrire sous la forme X; — Y;(X), i =1,...,2n. Ainsi, on a :

Z oY; , OH Y
Jkayl 0Xy

(6.53)

ou, sous forme matricielle compacte :

roH

Y =JG 3y

(6.54)
ou J est la matrice Jacobienne de la transformation (J;; = 0Y;/0X}), et 'exposant T désigne la

transposée. Ainsi :
Y,
Ty,
(JGaJh E Gitgx, X, (6.55)

Il convient ici de noter une propriété importante de la matrice Jacobienne : comme la transfor-
mation est inversible, la matrice J est non singuliere, c.-a-d. det(J) # 0. La matrice inverse J !
existe donc et ses éléments sont donnés par [J *1}” = 0X;/0Y;. Pour résumer, la forme matricielle
de J et J~! est la suivante :

0Q 0Q dq Oq
g dq Op g-1_ 0Q oP
oP 0P |’ op Op
dq  Ip 9Q oP

Nous avons donc montré que la transformation laisse les équations de Hamilton invariantes pour
tout Hamiltonien H, si et seulement si :

JGJ' =G (6.56)

Cette condition caractérise une transformation canonique.

Comme nous le verrons plus tard, cette condition caractérise également les transformations
canoniques dépendantes du temps ; dans ce cas plus général, le nouvel Hamiltonien K differe de
I’ancien H par un terme indépendant du temps, ne dépendant que de la transformation canonique
elle-méme (voir les équations (6.37) et les Exemples 6.6-6.8). Il est facile de vérifier que cette
condition est satisfaite pour la transformation (6.51).

Exemple 6.9. Il est facile de vérifier que les transformations suivantes sont canoniques :

a) Qi =pi, P = —q;,
b) Qi = Mg, P; = up;, A= 1.
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La condition Au = 1 est nécessaire et suffisante pour que la transformation soit canonique. La
canonicité de la transformation (b) peut étre utilisée pour transformer ’Hamiltonien de 1'oscillateur
harmonique sous la forme simple suivante :

1 p2 2 2 1 2 2 k
H=_(=+k¢| — H=wP*+Q%), w=—, (6.57)
2\m 2 m

en choisissant A = /mw et p = A~ L.

Exemple 6.10. Vérifier que la transformation
Qi = ag; + Bpi, P; = ~vq; + opi, (6.58)

est canonique si et seulement si ad — gy = 1.

Exemple 6.11. Nous allons ici déduire la condition la plus générale sour laquelle une transformation
indépendante du temps de la forme

q—Q(q), p— Plgp)

satisfait la condition de canonicité (6.56). On verra que la condition P; = }>;p;0q;/0Q; n’est pas
la condition la plus générale, comme nous l'avons remarqué avant. On peut démontrer que une
condition nécessaire et suffisante pour que la tranformation soit canonique est que P(q,p) est de la
forme

v, 90 0%(9)
B"%;maQi+ 90 (6.59)

ou ®(q) est une fonction scalaire (appelée générateur de la transformation). Pour le démontrer, on
demande que la condition matricielle de canonicité J G JT = G soit satisfaite.

JGJT =@G.

On remarque d’abord que, dans le cas ou @ ne dépend pas de p, on a simplement 0Q/9p = 0 et :

99
- | %
o op

dq Op

En substituant cette forme dans la condition de canonicité, on obtient

o (8 2)(%) (&) (5) N T

op 9P |\ _ oPN\T | T\ -

P 9P [\ -1 0 0 () T 0
dp

L’égalité (6.60) conduit a deux conditions indépendantes :

3Q<8P>T_H &9(3P
og \op) dq \ dq

o[

T
) est symétrique.

De la premiere relation, on déduit
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et donc OP/Jp ne dépend pas de p (puisque 0Q /Jq dépend uniquement de ¢). Le fait que Q;(¢q) ne
dépende pas de p implique aussi que
oQ\ ! _ Oq
( dq ) S 0Q

On peut alors intégrer cette expression par rapport a p, ce qui donne :

0q.;
P= Y pigg + ®ila), (6.61)
j 2

ot ®;(q) est une fonction de g seule. La deuxiéme condition impose que la matrice 0®;/0Q); soit
symétrique, c’est-a-dire :
0d; 00;
0Q;  0Q;
D’apres le lemme de Poincaré, cela implique que ®; dérive d’un potentiel scalaire : il existe une
fonction ®(q) telle que ®; = 9®/0Q); (ou, de maniere équivalente, ®; = 0®/0q;). En substituant
cela dans (6.61), on obtient bien ’expression (6.59).

0. (6.62)

Commentaire. La transformation ainsi définie peut donc s’écrire sous la forme :

dq; 0P
@-0l).  R=Yngl+ Y
j 7 (2

et satisfait la condition de canonicité (6.56). La fonction ®(gq) agit comme un générateur de la
transformation canonique. On verra plus loin dans le détail le formalisme des fonctions génératrices
des transformations canoniques.

Exemple 6.12. Pour faire le lien entre la condition nécessaire (6.61) et la transformation (6.34)
obtenue a partir du lagrangien, considérons 'effet sur I'Hamiltonien de ’ajout d’une dérivée totale
par rapport au temps d’une fonction ®(¢) au lagrangien. L’ajout au lagrangien d’une dérivée totale

par rapport au temps :

LﬁL+ﬂ$ﬁzLﬂ (6.63)

modifie la définition des moments conjugués, mais conduit a des équations de Hamilton équivalentes
— autrement dit, la méme dynamique est décrite en termes de variables canoniques différentes. En
effet, a partir de L, on obtient :

= 5kja (6'64)
q

8p"7

ot la notation |, indique que ¢ doit étre maintenu fixe lors de la dérivation partielle par rapport aux
autres variables. De plus, les fonctions ¢;(t) et ¢;(¢) ne changent pas. Alors (somme sur les indices
répétés implicite) :

0P o0
H'(q,p) =04 —L' = pj++- |4 —L—5—¢ =H(qp
( ) VEY) J aqj J an J ( )

(YR (6.65)
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Remarque 6.1. La transformation :

0®(q)
0q; ’

Qi(t) = (1), Qi(t) = d@i(t), Pi(t) = pi(t) + (6.66)
est un cas particulier des transformations discutées dans 'Exemple 6.11, et est donc canonique.
Elle ne modifie pas les variables lagrangiennes ¢, ¢ et laisse donc invariantes toutes les grandeurs
physiques F'(q,¢,t). Cependant, elle modifie la relation entre le moment conjugué et ¢, correspon-
dant a l'ajout d’une dérivée totale d®(q)/dt au lagrangien. Pour cette raison, on peut appeler la
transformation (6.66) une transformation de jauge.

Dans le cas d’une particule chargée en présence d’un champ magnétique (voir I’Exemple 6.3), la
position x et la vitesse v = x sont des grandeurs observables, mais le moment conjugué p; = ma; +
(e/c)A; n’est pas invariant sous une transformation de jauge du potentiel vecteur A; — A; + 9;A(x).

En pratique, on a :

. . e OA
x; — Xy, x; — Xy, Di — Di + -
cOz;’

correspondant au fait que, sous une transformation de jauge, le lagrangien reste invariant a une
dérivée totale pres.

(6.67)

6.5 Crochets de Poisson et structure canonique

6.5.1 Constantes du mouvement identifiées par les crochets de Poisson

Puisque les variables canoniques décrivent completement 1’état du systeme mécanique, toute grandeur
physique F' sera décrite par une fonction des variables canoniques, F'(q,p,t), éventuellement avec
une dépendance temporelle explicite.

Une question trés pertinente pour la discussion de la dynamique est de savoir si une grandeur
physique F(q(t),p(t),t) est une constante du mouvement. En principe, il faudrait connaitre la
solution ¢(t), p(t) des équations d’évolution puis vérifier si, en conséquence,

OF oF OF
— Z ( 90 gi + o p1> + o = 0. (6.68)

De toute évidence, une telle expression n’est pas d’une grande aide puisqu’elle requiert la connais-
sance complete de la dynamique, alors que les constantes du mouvement devraient justement fournir
des informations utiles pour déterminer celle-ci.

Comme nous I'avons vu plus haut, 'apparition de variables cycliques (typiquement liées aux
symétries du lagrangien ou du Hamiltonien) fournit une information immédiate sur la conservation
de ces variables. En général pourtant, pour vérifier si une fonction F(q,p,t) est unconstante du
mouvement, on est confronté au probleme de vérifier ’équation (6.68). Comme nous allons le voir,
la formulation hamiltonienne s’avere tres utile, car elle offre une solution simple a ce probleme. En
effet, en utilisant les équations de Hamilton, 1’équation (6.68) devient

F OF0H OF 0OH oF
:Z( _ ) 9y, (6.69)
9q; Opi  Op; Og; ot
Ainsi, on peut vérifier cette condition sans avoir besoin de connaitre la solution q;(t), p;i(t), la seule
expression de la fonction hamiltonienne en termes des variables canoniques étant suffisante. Aucune
information aussi simple n’est fournie par le lagrangien, sauf dans le cas des variables cycliques (sans
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parler de 'approche newtonienne en coordonnées cartésiennes). Cela souligne encore davantage le
role utile de la fonction hamiltonienne.

Comme on I’a souvent constaté, étant données deux grandeurs physiques F(q,p,t) et G(q,p,t),
une notion pratique est celle du crochet de Poisson :

oF 0G  OF 0G
F.G} = —_—— = — . 6.70
R ; ((9% dp;  Op (9%) (6.70)
Avec cette notation, la dérivée temporelle de F' s’écrit :
dF oF
— ={F,H}+ — 6.71

et, par conséquent, si F' ne dépend pas explicitement du temps, le fait qu’il soit une constante du
mouvement est équivalent a 'annulation de son crochet de Poisson avec le hamiltonien.

Exemples.

La puissance du formalisme des crochets de Poisson pour vérifier si une grandeur physique F(q, p,t)
est une constante du mouvement (sans avoir a résoudre les équations du mouvement) peut étre
illustrée en reprenant les exemples étudiés précédemment.

Dans l'exemple 6.4, il est immédiat de vérifier que {T'+ V, H} # 0, et donc que I’énergie T'+ V/,
dans le référentiel inertiel R, n’est pas une constante du mouvement, tandis que Tr: +V + V. 'est
dans le référentiel en rotation R’.

De méme, dans les exemples 6.5 et 6.8, on trouve que {T'+ V, H} # 0, et donc que, la encore,
T 4+ V n’est pas une constante du mouvement.

Exemple 6.7. On reprend ici ’'Exemple 6.7 de la Section 6.3. En utilisant les crochets de Poisson,
il est immédiat de vérifier que I’énergie dans le référentiel R est une constante du mouvement, tandis
que "Hamiltonien H’ dans le référentiel non inertiel R’ ne 'est pas :

1 2
=5 <p/2) +p2+ %) +V(p, ¢ —wt, 2), (6.72)

n’est pas une constante du mouvement, car

dH' o OH' OV oV
7—{H7H}+W—E—%W——@pw7

= (6.73)

sauf si V' est indépendant de (.

Exemple 6.13. Considérons deux particules interagissant via un potentiel V' (z1,z2). Ici les vari-
ables x; indiquent une position dans ’espace cartesien en trois dimensions, et sont donc une notation
compacte pour z; = (x;1, j2, ¢;3). Existe-t-il des constantes du mouvement de la forme F'(z1, z2)

ou F(p1,p2) ?
En termes de crochets de Poisson, la condition pour que F'(x1,x2) soit une constante du mou-

vement s’écrit :
oF oF
; | = 0. 6.74
zi: <6 172.p1,2 + 6x27ip2,z> ( )

Comme, dans les conditions initiales, les positions et les moments peuvent étre assignés indépendam-

ment, ’équation ci-dessus impose 8211: - =0= a?;f -, c’est-a-dire que seules les fonctions constantes
3T ,2
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sont autorisées. D’autre part, la condition pour que F(pi,p2) soit une constante du mouvement
s
s'écrit :

OF 0V OF 0V
> + = 0. (6.75)
~ \Op1,; Ox1;  Opa; Oxa;
Cette condition est facilement satisfaite si V(x1,22) = V(x1 — z2), car alors % =V,;,V = —aigi,
et la condition devient : oF oF ’ ’
— =0. 6.76
Op1;  Op2 (6.76)

Ainsi, les seules fonctions autorisées sont celles qui dépendent de la combinaison P = p1 + po.

6.5.2 Propriétés générales des crochets de Poisson

Les crochets de Poisson définissent une structure algébrique trés importante sur l'algebre des fonc-
tions régulieres des coordonnées canoniques, comme discuté ci-dessous.

Afin d’éviter les aspects techniques, nous considérerons 'algebre A des fonctions réelles infini-
ment dérivables (brievement C°°) des variables canoniques, incluant la possibilité d’une dépendance
explicite différentiable en temps, F'(q,p,t), méme si, pour plus de simplicité, cette dépendance ne
sera pas toujours mentionnée par la suite.

Rappelons d’abord que les opérations algébriques standard dans A sont définies comme suit :

i) Structure linéaire (espace vectoriel) :
(AF)(g,p) = AF(q,p),  VAER;
(F'+G)(q,p) = Flg,p) + G(g,p);
ii) Produit algébrique :
(FG)(¢,;p) = Fg,p)G(g,p),  F.GeA

Le produit ainsi défini est clairement associatif :
(F(GK)) = (FG)K).

Par conséquent, A est une algébre associative.
Un autre « produit » est défini par les crochets de Poisson :

A,B — {A,B} e A,

avec
VA, B € A. (6.77)

0A0B 0AOB
A B} = - —
4.5 XZ: (3% Opi  Opi 5%‘) ’

Les crochets de Poisson satisfont les propriétés générales suivantes, qui découlent directement
de leur définition et se révelent treés utiles pour les calculs :

1. Antisymétrie :

{A,B} = —{B, A}. (6.78)
2. Linéarité dans les deux facteurs :

{A,B+C}={A, B} +{A,C}. (6.79)
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3. (Reégle de Leibniz) :
{A,BC} ={A,B}C + B{A,C}, (6.80)

4. (Identité de Jacobi) :

(A, {B,C}} + {C,{A, B}} + {B,{C,A}} = 0. (6.81)

L’identité de Jacobi stipule que la somme des crochets de Poisson trilinéaires obtenus en per-
mutant cycliquement les trois variables A, B, C s’annule.

Les propriétés ci-dessus caractérisent des structures mathématiques fondamentales. Etant don-
née une algebre associative, une application bilinéaire satisfaisant les propriétés 1, 2, et 4 est appelée
un crochet de Lie. L’espace des fonctions F' muni d’une application bilinéaire associative satisfaisant
1, 2, et 4 est donc une algébre de Lie. Si elle satisfait en outre la propriété 3 (reégle de Leibniz),
on dit qu’il s’agit d’une dérivation, car la propriété 3 est satisfaite pour la dérivée d’un produit de
fonctions.

Dans ce qui suit, une application bilinéaire satisfaisant les propriétés 1 & 4 sera appelée un
produit de Lie. Techniquement, une algébre associative réelle A (c’est-a-dire munie d’un produit
associatif), équipée d’un produit de Lie, est appelée une algébre de Poisson.

Les propriétés 1)-4) impliquent le théoréme de Jacobi-Poisson, aussi connu comme deuxiéme
théoréeme de Poisson :

Théoréme 1. Le crochet de Poisson de deuxr constantes du mouvement est lui-méme une constante
du mouvement.

Preuve. En effet, en utilisant I'identité de Jacobi, on obtient :

B _ a4 220 (6:52)
:—{{H,A},B}—{{B,H},A}+{%?,B}+{A,aafj}. (6.83)

Ainsi, on peut écrire :
O]

Ce résultat n’est pas aussi trivial qu’il pourrait le paraitre : la regle de Leibniz s’applique a la
dérivée temporelle agissant sur les crochets de Poisson, grace a l'identité de Jacobi.

6.5.3 Structure canonique

Pour les applications, il est utile de considérer les crochets de Poisson de certaines quantités
physiques fondamentales.

Commencons par les variables canoniques ¢, p. D’apres la définition, équation (6.70), on obtient
facilement :

{gi,q;} =0, {pi,p;} =0, {ai,pj} = dsj, (6.85)

ou d;; est le symbole de Kronecker, ¢;; = 1 pour ¢ = j, et zéro sinon.

Les crochets de Poisson ci-dessus sont appelés les crochets de Poisson canoniques. Pour toutes
les fonctions F'(g,p) qui admettent un développement de Taylor en puissances de ¢; et p;, on peut
montrer que (6.85) contient toute l'information donnée par la définition explicite des crochets de
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Poisson ; ils peuvent étre utilisés pour définir un produit de Lie unique satisfaisant les propriétés
1 & 4, qui coincide avec le crochet de Poisson défini explicitement par I’équation (6.70). En effet,
a partir de (6.85) et des propriétés 1 a 4, nous pouvons calculer {g;, p;jpr}, {¢, ik}, {¢,qiax}, et
par récurrence, nous pouvons donc calculer les crochets de Poisson de fonctions qui admettent un
développement de Taylor.

D’apres la définition des crochets de Poisson, on a également :

0B 0B
i7B s Yy = ) Z'vB s s = - .
{ai, B(g:p, 1)} O {pi, B(q,p,t)} 9

les fonctions F'(q,p) qui admettent un développement de Taylor en puissances de ¢; et p;, ces
relations découlent directement des crochets canoniques (6.85). Il peut étre utile de remarquer que
les équations (6.85) et (6.86) ont un équivalent en mécanique quantique.

Considérons maintenant les crochets de Poisson du moment angulaire L; = €;j2jp,. On obtient
(la somme sur les indices répétés est implicite) :

(6.86)

{zi, Lj} = eijpwn, {pis Lj} = €ijipr, (6.87)
et
{Li,L;} = eijiLy, {Li1, L2} = Ls, {L1,L3} = —Lo, {Lo, L3} = L. (6.88)
Enfin, on obtient :
{L? L} = Li{L;, L;} + {L;, Li}L; = €jix(L;j Ly + LyL;) = 0. (6.89)

Les exemples suivants illustrent 1'utilité de cette structure canonique, en combinant les propriétés
1-4 et les équations (6.85)—(6.89).

Exemple 6.14. Si deux composantes du moment angulaire sont des constantes du mouvement, la
troisieme ’est également.

En effet, si L1 et Ly sont des constantes du mouvement, le théoréme de Jacobi-Poisson (équa-
tion (6.84)) implique que Lg = {L1, Lo} est aussi une constante du mouvement.

Exemple 6.15. Considérons deux oscillateurs harmoniques avec une interaction mutuelle décrite
par un potentiel V(|x(") —x(?). Le Hamiltonien est alors donné par :

1 1
_ 1 (p@)2 (2)2 172 2 2 2 1) _ (2
H= (P12 4+ P@2) 4 : (K< + koyxty ) + V(1x = xP)). (6.90)
Que peut-on dire des constantes du mouvement ? Comme précédemment, aucune fonction £ (x(l) , X(Q))
n’est une constante du mouvement. En exploitant I'indépendance des conditions initiales pour les
positions et les moments, on conclut qu’il n’existe aucune constante du mouvement de la forme
F(p(l),p@)). Des fonctions intéressantes sont les moments angulaires des deux oscillateurs LW,
L. En utilisant les équations précédentes (6.85,6.86,6.87), on obtient :
1 1 (1 1 1 ov
(L, HY = e p fm — e (ki) + —5
(‘)xj
1) (2) (2),.(1)

Ty 'x T '
‘ {Lz(‘Q)aH}:Vléijk 7 "k

_J r _J k.
x() — x| # 0, ) x| #0, (6.91)

= V'eiji
et
(LY + 1P 1Y =0. (6.92)

Exemple 6.16. (Variables canoniques sphériques et cylindriques) 11 s’agit d’un exercice instructif
de vérifier que la transformation des variables canoniques cartésiennes vers des variables sphériques
ou cylindriques est canonique.
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Variables canoniques sphériques

Il est commode d’écrire la transformation sous forme matricielle, avec les coordonnées exprimées
sous forme de colonne :

x sin § cos
x=|y|=r|snfsing |. (6.93)
z cos 6
On obtient alors :
sin 6 cos cosf cosp —singp
v=r|sinfsing | +760 | cosfsing | +rsinfp | cosg |. (6.94)
cosd —siné 0

Ainsi, ('exposant T indique la transposée dans la multiplication matricielle) :

1 1 1 .
T=-mv-v=-mviv=_-m (7"2 + (r6)* + (rsin@ <,b)2) : (6.95)
2 2 2
Les moments conjugués sont :
Py = mr, Py = mr20, Py = mr? sin® 0,
et donc )
T:ip% P2+ e (6.96)
om' " 2mr2 \"? " sin26 ) '

Il est utile d’exprimer le moment angulaire L = mx A v en coordonnées sphériques :

—sinp cosfcosp —singp cosf cosp
L=mr?|0]| cosp | —sinf¢ | cossing || =py| cosp | — ?"99 cosfsing [ . (6.97)
sin
0 —sind 0 —sind

En particulier, L, = p,. Il est clair que {L.,T} = 0, un résultat déja obtenu précédemment. En
fait, on a également {L,, T} = 0, et donc, d’apres le théoreme de Jacobi, {L,, T} = 0.
Variables canoniques cylindriques

Comme précédemment, il est commode d’écrire la transformation des coordonnées cartésiennes vers
les coordonnées cylindriques sous forme matricielle :

x P COS P
x=|y|=1]psing|. (6.98)
z z
On obtient alors :
cos ¢ —sinp 0
v=p|sing | +pp| cosp [+2|0]. (6.99)
0 0 1

On a alors :
1 .2 NI 1 2 pi 2
T:im(p + (pg) —i—z):% pp—i-ﬁ%—pz ; (6.100)
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avec
Pp=mp,  pp=mp’p,  p.=ms.

Pour le moment angulaire en coordonnées cylindriques, on obtient :

psinep, —zsincppp—zcoscpp¢/p
L=|—-pcospp,+zcospp, —zsinpp,/p | . (6.101)
Dy

Il est clair que la transformation x,p — (7,60, ), (pr, pe, py) définie ci-dessus, reliant les coor-
données canoniques cartésiennes aux variables canoniques sphériques, satisfait 1’équation (3.5) (la
définition des moments canoniques étant conforme), et est donc canonique. La méme propriété vaut
pour la transformation qui relie les coordonnées canoniques cartésiennes aux coordonnées canon-
iques cylindriques : x,p — (p, ¥, 2), (Pp, Py, pz). Cela implique que les coordonnées canoniques
sphériques et cylindriques satisfont toutes deux les équations (6.85) et (6.86).

6.5.4 Invariance des crochets de Poisson sous les transformations canoniques

Etant donnée une transformation canonique ¢, p — Q(q,p,t), P(g, p, t), pour deux grandeurs physiques
A et B, on peut définir les crochets de Poisson en utilisant deux ensembles différents de variables
canoniques :

0A0B 0A0B
{4 Blop = ZZ: <0q¢ Op;  Op; 8q¢> ’ (6.102)
. 0A OB DA OB
Blar=3 (5.5 - 57.50,) (6.103)

i
ou, dans les équations (6.103), les nouvelles fonctions A et B sont définies par A(q(Q, P,t), p(Q, P, t),t)
et B(q(Q, P,1),p(Q, P, t),1).
Une propriété tres importante et utile est que ces deux définitions coincident — invariance des
crochets de Poisson sous les transformations canoniques. En effet, en introduisant les vecteurs
T=(T1 =1, ,Tn = G, Tnt1 = P1, - - - T2n = Pn),

Y= =Q1,-- ,Un = Qun,Yn+1 = P1,.. ., Y20 = Pp),

(voir la Section 6.4) et en notant J le jacobien de la transformation, on a (avec somme sur k
implicite) 0A/0x; = OA/Jyy Jy;. Ainsi :

AOB OAOB 2n A B
OA D aa) Z(a a), (6.104)

A Blap =2 <8% dpi  Op; Og; oz, Y ox;

i=1 ij=1

ou G est défini par I’équation (6.52), et grace a I’équation (6.56) (somme sur les indices répétés

implicite), on obtient :

0A 0B 0A 0B
{A,B}gp = asz‘jijJzkf =

—Gip—={A,B . 6.105
Vi dy Oy T o { fa.r ( )

La réciproque est également vraie puisque I’on peut écrire le jacobien sous la forme d’une matrice

bloc 2 x 2 :
7 J1 Jo ’
J3 Jy
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e 2Q 9Q P, P,
(J1)ij = 0 (J2)ij = I (J3)ij = 90, (Ja)ij = o,

les indices ¢, j variant de 1 a n.
Alors :

{Qi, Qj}ep {Qi; Pj}qm) (6.106)

T
e <{Pian}q,p {Pzﬁpj}q,p
de sorte que, si les crochets de Poisson sont préservés, {A, B}, , = {A, B}q,p, le second membre de
I’équation (6.106) est G, c’est-a-dire que la transformation est canonique.
En conséquence de cette équivalence, on peut adopter la définition suivante :
Une transformation des variables canoniques est canonique si elle laisse invariants les crochets
de Poisson, c’est-a-dire si, pour une transformation donnée q,p — Q(q¢,p,t), P(q,p,t), on a :

{Qi, Qj}qm =0, {F;, Pj}q,p =0, {Q, Pj}q,p = 52’]" (6.107)

La propriété d’invariance des crochets de Poisson mentionnée ci-dessus peut étre exploitée pour
simplifier leur calcul.

Exemple 6.17. En utilisant I’équation (6.97), il est facile de vérifier que {L, F(r)} = 0, avec

r = v/x2. Le calcul, assez long en coordonnées canoniques cartésiennes, peut étre remplacé par un

calcul trivial si I’on utilise les variables canoniques sphériques pour évaluer le crochet de Poisson.

En effet, dans ce cas, la seule contribution non nulle aux crochets de Poisson de F(r) provient de
F(r)/0r, tandis que, d’apres 1’équation (6.97), on a OL/9p, = 0.

Exemple 6.18. Il est facile de vérifier que, pour une particule unique, {L;,T} = 0. Le calcul
est trivial en utilisant les variables canoniques cartésiennes : d’apres les équations (6.80), (6.86) et
(6.87), on obtient immédiatement

{Luszpz} > eiun(prps + pivr) = 0. (6.108)
Ik

Exemple 6.19. Considérons le mouvement d’une particule dans un potentiel central V(r) dans
un référentiel en rotation R’ avec une vitesse angulaire constante w (comme dans ’Exemple 6.7).
Alors, L - w est une constante du mouvement. En effet, en utilisant les variables sphériques avec
I'axe z orienté selon I'axe de rotation, on a L - w = p,w, et H =T + V(r) — pow. (En utilisant le
résultat précédent {L;, T} = 0), on obtient :

o H} = {pp, T +V —pow} = 0. (6.109)

Exemple 6.20. Considérons le cas de ’Exemple 6.19 et une grandeur vectorielle physique J(x, p).
On cherche & déterminer sa variation temporelle dans le référentiel en rotation R’'.

Dans R’, la grandeur J est décrite par la fonction suivante des coordonnées du référentiel
tournant J'(x', p’) = J(x(x', t), p(x, p’, t)), et par conséquent :

4y’ oy ,  9Y
o= Z (a L+ op? ) = {J, H '} . (6.110)

Grace a l'invariance des crochets de Poisson sous les transformations canoniques, on peut calculer
les crochets de Poisson précédents en utilisant les variables canoniques g, p et en notant que H' =
H — w - L (voir 'Exemple 6.7). On a alors :

J
— tw-{L, 3}, (6.111)

d
{(H'} oy ={J,H —w-L}sp = dt
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Un cas particulier intéressant est celui ou J = L ; dans ce cas, dans un référentiel tournant, la
dérivée temporelle de L est donnée par :
dL/

Exemple 6.21. Equations de Bloch. Le hamiltonien d’un toupie symétrique libre, dans un

référentiel inertiel R, est donné par : )
J
H=T-= 37 (6.113)
ol I désigne le moment d’inertie et J le moment angulaire.
Si la toupie porte une charge, un moment magnétique M = pJ est associé a son moment
angulaire, de sorte qu’en présence d’un champ magnétique uniforme B, le hamiltonien acquiert un
terme additionnel —M - B. On veut discuter 1’évolution temporelle de J.

En utilisant les crochets de Poisson, on obtient facilement 1’évolution temporelle suivante :

dJ;
5 = #BilJ5 Jit = —p(B A J)s (6.114)
Ainsi, dans le référentiel R’ en rotation avec une vitesse angulaire w = —uB par rapport a

R, d’aprés 1’équation (6.112), on a dJ’/dt = 0. Autrement dit, dans le référentiel R, J subit une
précession uniforme, avec une vitesse angulaire w autour de ’axe dirigé selon le champ magnétique.

Remarque 6.2. Une structure similaire apparait également dans le cas ol une grandeur physique
J, dont les composantes J;, 1 = 1,2, 3, sont associées a des crochets de Poisson de la méme forme
que ceux du moment angulaire (équations (6.88)),

{Ji, J;} = €ijidis

sans qu’il soit nécessaire de supposer I'existence de variables canoniques correspondantes ¢, p. C’est
le cas du moment angulaire intrinseéque, ou spin S, d’une particule, les seules propriétés intervenant
étant les crochets de Poisson :

{5:,S;} = €ijiSk, (6.115)

caractéristiques d’'un moment angulaire. Si un moment magnétique M = uS est associé a S, alors
en présence d’un champ magnétique B, il existe un couplage avec le champ magnétique donné par
uS - B. L’évolution temporelle est alors décrite par des équations de la méme forme que celles des
équations de Bloch, et I’on observe une précession analogue a celle décrite précédemment.

Cela illustre encore la puissance de la mécanique hamiltonienne par rapport a la mécanique
newtonienne cartésienne, en couvrant des cas qui n’ont pas d’analogue en termes de coordonnées
cartésiennes.

Remarque 6.3. Il est important de souligner que la structure canonique, et en particulier le car-
actére canonique d’une transformation, est indépendante de la dynamique, c¢’est-a-dire du choix
possible de I’Hamiltonien. Elle caractérise la structure géométrique de la variété munie des coor-
données locales ¢, p.

6.6 Transformations canoniques et fonctions génératrices

La caractérisation des transformations canoniques discutée au chapitre précédent, en termes des
équations (6.56) ou de l'invariance des crochets de Poisson, est d’'un cdté plutot simple, mais de
I’autre elle n’est pas constructive.
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Dans ce qui suit, nous allons présenter une stratégie constructive fondée sur la caractérisation
par les fonctions génératrices, dont la propriété essentielle est que, grace a de simples opérations
impliquant leurs dérivées, elles définissent des transformations des variables canoniques, garanties
d’étre canoniques. A cette fin, il est utile de disposer de la caractérisation alternative suivante des
transformations canoniques.

Une transformation des variables canoniques

q,p — Q(q7p7t)7 P(q7p7t>

est équivalemment identifiée par les formules inverses
¢ =q(Q,Pt),  pi=pi(Q,P1). (6.116)

De fagon plus générale, on peut définir une transformation canonique en assignant 2n relations
inversibles entre les nouvelles et les anciennes variables canoniques. Par exemple, si les 2n coor-
données ¢, ) sont fonctionnellement indépendantes, on peut exprimer les autres coordonnées en
fonction de celles-ci, et la transformation canonique (8.1) peut étre équivalemment caractérisée par
les 2n relations (inversibles) suivantes :

1)

En effet, en inversant les n secondes relations, on peut obtenir les ¢ comme fonctions de Q, P
: ¢ = q¢i(Q, P,t), et en substituant ces expressions dans les n premiéres relations, on obtient
aussi les p; comme fonctions de @, P. De cette maniere, on retrouve la forme de 1’équation
(8.1).

De fagon analogue, selon que les 2n coordonnées (g, P), ou (p, @), ou (p, P) sont fonctionnellement
indépendantes, on peut caractériser la transformation canonique (8.1) en donnant 'un des ensembles
suivants de relations (inversibles) :

2)
3)
4)

L’étape suivante consiste a formuler la condition de canonicité en termes des relations 1)—4).

On rappelle ici les deux définitions équivalentes d’une transformation canonique Q; = Qi(q,p,t),
b= Pi(g,p, 1) :

o La transformation est canonique si et seulement si il existe un nouvel Hamiltonien K(Q, P,t)
tel que les nouvelles variables satisfont les équations de Hamilton associées a K :

0, = K@Y OK(Q D)

op 50, (6.121)
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o La transformation est canonique si et seulement si les crochets de Poisson sont invariants,
c’est-a-dire si les relations (6.107) sont satisfaites.

Revenons au principe de moindre action. Ce principe affirme que la solution des equations
du mouvement correspond a un extremum de l'action. Nous avons exprimé 'action comme une
intégrale du Lagrangien, mais nous pouvons également ’exprimer en fonction de ’'Hamiltonien a
I’aide de la transformation de Legendre. La condition d’extremum est :

t
55=5[ L(q,dt)dt
t1
to
:5/t (> pidi — H(g,p,t)]dt = 0. (6.122)
1 i

De maniere analogue, en appliquant le principe de moindre action de Hamilton au nouveau lagrang-

ien 1(Q, Q,t) = L(¢(Q, P,t),¢(Q, P,t),t), on obtient

to .
5S=46[ L'(Q,Q.t)dt
t1
to .
=4 t ) PQi—K(Q,Pt)]dt = 0. (6.123)

1y
Nous savons que, sous un changement de coordonnées, la covariance du Lagrangien implique que L
et L' peuvent étre reliés par la dérivée totale par rapport au temps d’une fonction F, telle que

dF
— =L —L. 6.124
o (6.124)
La fonction F, dite fonction génératrice, peut étre toute fonction « bien comportée », possédant
des dérivées secondes continues par rapport aux anciennes et aux nouvelles variables canoniques

p,q, P,Q ainsi qu’au temps t. Les intégrands des équations (6.122) et (6.123) sont donc reliés par

dF

>_pidi = H(g,p,t) = A[Z PQi — K(Q, P, t)} + 5 (6.125)

Dans ’équation (6.125), A représente une éventuelle transformation d’échelle. Une transformation
d’échelle, par exemple un changement d’unités, est triviale et sera supposée absorbée dans les
coordonnées, de sorte que A\ = 1. Le cas ou 'on suppose A # 1 est appelé une transformation
canonique étendue.

Les quatre types de transformations (8.3)-(8.6) correspondent & quatre types de fonctions généra-
trices : Fi(q,Q,t), Fa(q, P,t), F3(p,Q,t) et Fy(p, P,t).

Type 1 : Posons F' = Fi(q,Q,t). La dérivée temporelle totale de la fonction génératrice F' est
donnée par

dt

dF (g, Q,1) :Z[aﬂm,@,w . OFi(6,Q.1) } L 9@ Q.) (6.126)

g 90, @ ot

En insérant 1’équation (6.126) dans ’équation (6.125), et en supposant que le facteur d’échelle trivial
soit A = 1, on obtient

a-Fl (Q7 Qv t)
qi

i

aFl(QaQat)] * aFl(QaQat) (6127)
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ou nous avons introduit la notation de la somme implicite sur les index répétés, que nous allons
utiliser dans la suite de cette section pour ne pas alourdir la notation. On doit maintenant faire
attention & la maniere dont le principe de moindre action est exprimé pour I’Hamiltonien. Dans la
deuxiéme égalité (6.122) on cherche un extremum dans un espace de phase étendu, défini par 4n
variables (¢;, ¢, pi, pi) (en réalité, 'intégrand ne dépend pas de p;). Dans I'idée de la recherche des
trajectoires dans l’espace des phases donc, les variables ¢; sont indépendantes des ¢; et des p;. Le
méme argument s’applique aux variables @Q; dans la deuxiéme égalité dans (6.123). Par conséquent,
légalité (6.127) doit étre valable pour toute valeur de ¢; et Q;, qui sont indépendantes des autres
variables. La seule maniére de réaliser 1’égalité est donc que chaque terme soit indépendamment
nul. On a donc

aFl(an7t) 8F1(Q7Qat)
_ p=_ 2\ 6.128
p’L aql ) ? an ) ( )
de sorte que les termes entre crochets s’annulent. Les termes restants dans (6.127) donnent finale-
ment OF\(4.0
Y Y t
IYUQ,Izt)==fY@L1Lt)+-l(gt). (6.129)

Les trois relations (6.128)-(6.129) définissent la transformation canonique induite par la fonction
génératrice Fi(q, Q,t).

Type 2 : Posons F = Fy(q, P,t) — Q;P;. La dérivée temporelle totale de la fonction génératrice
F = Fy(q, P,t) — Q;P; est donnée par

dF . |:8F2(Q7P7t) . 8F2(q,P,t

il 9F3(q, P.t)
dt og @ ap, '

ot

N oy A (6.130)
En insérant (6.130) dans 1’équation (6.125), et en supposant encore A = 1, on obtient, apres
réarrangement,

[T P PR LR LE ) OFy(q. P.1)

1 Pz*K ,P,t == U. 131
o op, (@ Pt)+ — 0 (6.131)

Comme avant, ¢; et P; sont des variables indépendantes et, pour satisfaire 1’égalité (6.131), les
termes entre parentheses doivent s’annuler, ce qui donne :

8F2(q,P,t) 8F2(q7pat)
= = — 6.132
’ 9q; @i 0P, ( )
L’équation (6.131) conduit a l’expression pour le nouvel Hamiltonien
OFy(q, P,t

Type 3 : Posons F = F3(p,Q,t) + ¢;p;- La dérivée totale par rapport au temps de la fonction
génératrice F' = F3(p, Q,t) + q;p; est donnée par

dF(Q7Q7t) _ |:8F3(p7Qat) . 8F3(p7Qvt> . . 8F3(paQ7t)
dt = ap; Di + 90, Qi + Gipi + qipi | + ot .

Insérons cette expression dans ’équation (6.125), et supposons que le facteur d’échelle trivial soit
A =1 ; on obtient alors

OF:
+ 3(p7Q’t)
Op;

(6.134)

0= g }ﬁﬂr [Pﬂr 20, Qi+ K(Q,P,t)— H(q,p,t) 5 . (6.135)
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Comme avant, p; et (; sont des variables indépendantes et, pour satisfaire I'égalité (6.135), les
termes entre parenthéses doivent s’annuler, ce qui donne :

8F3(p7Q’t) 8F3(p7Qvt)
= P=—— 6.136
¢ opi 0Q; ( )
ce qui conduit a la transformation requise
OF5(p,Q,t
K(Q,P,t) = H(q,p,t) + 3(th ), (6.137)

Type 4 : Posons F' = Fy(p, P,t) + ¢;p; — Q;P;. La dérivée totale par rapport au temps de la
fonction génératrice F' = Fy(p, P,t) + ¢;p; — Q;P; est donnée par

dF _ [8F4(p, P7t) 8F4(p, Pvt) : 8F4(p7 Pvt>

Op; ‘ 0P,

P P+ Gipi + qipi — Qi P — QiP;| + 5 . (6.138)

Insérons cette expression dans ’équation (6.125), et supposons que le facteur d’échelle trivial
soit A =1 ; on obtient alors

OF4(p, P,t
0= |:q2+ 4(p7 ) )
Op;

6F4(P7P7t) . 6F4(p,P,t)

op | Dt E@Q PO -Hgp.t)-—5——" (6.139)

]PH-[—Q@'—I-

Comme avant, p; et P; sont des variables indépendantes et, pour satisfaire 1'égalité (6.139), les
termes entre parenthéses doivent s’annuler, ce qui donne :

aF;;(p,P,t) 8F4(p,P,t)
;= T T Qa. = s 6.140
q?z apz ) Q’L aPL bl ( )
ce qui conduit a la transformation requise
OF4(p, Pt

Remarque 6.4. Notons que les trois dernieres fonctions génératrices exigent l’inclusion de pro-
duits bilinéaires supplémentaires de ¢, p, (), P afin que les termes se compensent pour donner le
résultat souhaité. L’ajout de ces termes bilinéaires garantit que la fonction génératrice résultante
F est la méme, que I'on utilise n’importe laquelle des quatre fonctions génératrices Fy, Fo, F3, Fy.
Fréquemment, la fonction génératrice Fy(q, P,t) est la plus commode.

Remarque 6.5. Une transformation canonique n’a pas besoin de se conformer & une seule des
quatre fonctions génératrices Fj pour tous les degrés de liberté ; elle peut étre un mélange de
différentes formes pour les différents degrés de liberté.

Les propriétés des fonctions génératrices sont résumées dans le tableau 6.1.

Remarque 6.6. Il est utile de noter que la caractérisation des transformations canoniques en termes
de fonctions génératrices a ’avantage de fournir directement la transformation de I’Hamiltonien,
information qui n’est pas donnée de maniére explicite par la seule invariance des crochets de Poisson.

Exemple 6.22. Déterminer les transformations canoniques définies par les fonctions génératrices
suivantes :

1) Fi =Y qiQs, 2) Fo =) qP,
i i

3) Iy = ZPiQu 4) Fy = ZPsz
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Generating function Generating function derivatives Trivial special examples
OF OF
F=Fi(q,Q1) pi = 8q,-17 P = — OQli F = qQ, Qi = pis P=—q
8F2 3F2
F=Fq,P,t)-Q-P P = 2 i = F = g P, i = G, P =p;
2(q,P,1) - Q pi= o Q op, b=¢ Qi=gq j2
8F3 (9F3
F=F ,t : i = — , P = — F3 = p;Q;, i = —Gi, P = —p;
3(p,Q,t)+a-p q o5 20, 5 =piQ Q q P
JOF, OF,
F=Fy(p,Pt)+q-p-Q P ql‘:’apj’ QFGT;: Fy=pP, Qi=pi;, P=-q
Table 6.1: Résumé des propriétés des quatre types de fonctions génératrices
1. Pour Fi, on obtient immédiatement :
OF1(q,Q) OF1(q,Q)
= = Q) P, =— 2 = i 6.142
bi dq; Qi, i 90; qis ( )

c’est-a-dire que la transformation échange les variables de “position” ¢ avec les moments p.
2. Pour F5, on a :

8F2(Q7P) 8F2(Q7P)
, = ——— =P, Qi=—7F""=g¢q 6.143
Di £y i i op, qi, ( )
c’est-a-dire que Fy définit la transformation identité.

3. Pour Fj, la transformation revient a changer le signe des ¢; et des p;.

Dans le cas des
coordonnées cartésiennes, une telle transformation correspond a la transformation de parité.

4. Pour Fy, on obtient la méme tranformation canonique que celle définie par Fj.

Les transformations canoniques précédentes montrent également que, dans la formulation hamil-
tonienne, toutes les variables canoniques sont sur un pied d’égalité, la séparation entre positions et
moments n’étant pas stable sous les transformations canoniques. Ainsi, alors que dans la formu-
lation lagrangienne I’espace fondamental est 1’espace des positions de dimension n (toutes sur un

méme pied), dans la formulation hamiltonienne I'espace de base est I'espace des phases, composé
des 2n variables canoniques ¢, p.

Exemple 6.23. Déterminer les fonctions génératrices des transformations canoniques suivantes,
pour simplifier dans le cas d’une particule unique :

a) Transformation galiléenne hamiltonienne des variables hamiltoniennes

T = x; — wit, pi = p; — mw;, 1=1,2,3. (6.144)

b) Changement de référentiel en rotation, correspondant aux coordonnées lagrangiennes dans le

référentiel R’ qui tourne avec une vitesse angulaire uniforme w (voir 'Exemple 6.7) :
/

Pl=p  ¢=p-wt, =z p,=p, D.=ps D,=Dy (5.17)

a) Pour simplifier, discutons le cas d’un seul degré de liberté, avec m = 1. Les paires (z,z’) et
/

(p,p’) ne sont pas des variables fonctionnellement indépendantes, tandis que les paires (z,p’)
et (p,2’) le sont ; les cas II) et III) s’appliquent donc.
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La fonction génératrice Fr; peut étre déterminée en résolvant les équations (6.132) :

OFr(z,p

UEY) peif b s Fu= o S0, (6.145)
OF
8pI’I =1’ =z + vt, = f') = —pot. (6.146)

D’apres 1'équation (6.133), on obtient
H'(2',p') = H(x(2"),p(p")) — p'v,

et dans le cas libre
H'(2,p) = 30" +v)* = pv.

La fonction génératrice Frrr(p,z’) est obtenue en résolvant les équations (6.136) : la premiére
donne
Frr = —p(2’ +vt) + g(2'),

et la seconde implique g(z’) = 2/v.

b) Dans ce cas, les paires de coordonnées fonctionnellement indépendantes sont (g, P) et (p, Q).
On montre facilement que la fonction génératrice correspondant au cas II est

Frr=ppp+2p: +0py —wtpy, = ppp + 2p2 + by — Wt Py, (6.147)

et
H=H-wp=H—-wL.

La fonction génératrice Fyr; peut étre déterminée de maniere analogue :

Frir = —(ppp + 022 + pp(¢’ + wt)). (6.148)

Remarque 6.7. 1l est utile de noter qu’il existe une certaine ambiguité lorsqu’on identifie la trans-
formation des variables canoniques correspondant a un changement de référentiel en mouvement. En
effet, selon la Section 6.3, par exemple pour une particule libre de masse unitaire, la transformation
galiléenne des coordonnées lagrangiennes x}, = x; — w;t, &; = &; — w;, conduit &

,_ OL

= = = iy
pz ax; pl 1

D’un autre c6té, la transformation vers un référentiel en mouvement correspond a une transforma-
tion galiléenne hamiltonienne et peut étre représentée par

Qi = x; — wit, P; = p; — w;.

Le conflit apparent est résolu en notant que le moment canonique n’est pas défini de maniere
unique, puisqu’il change lorsqu’on ajoute une dérivée totale au Lagrangien (ce qui ne modifie pas les
équations du mouvement). Les deux transformations sont canoniques, puisqu’elles laissent invariants
les crochets de Poisson, mais 'interprétation physique des moments canoniques est tres différente.
Dans le premier cas, le Hamiltonien dans les nouvelles variables canoniques est

Hzl,p’ = |:%p/z2 — p;v,]
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(voir ’Exemple 6.6 ou utiliser le générateur Fy; et I’équation correspondant a (6.132)). On obtient
alors que
;= p; — Wi
et p} n’est pas la vitesse dans le référentiel en mouvement. Dans le deuxiéme cas, le Hamiltonien
est
Hop = |3(Pi+w)? = Pavs]
et
Qi =P
c’est-a-dire que les variables canoniques );, P; ont l'interprétation physique de la position et du
moment dans le référentiel en mouvement.

Exemple 6.24. Déterminer la fonction génératrice de la transformation canonique (6.50), (6.51) :

0q;
Qi =Qi(e,t), Pi= ijaij- (6.149)
—75Q;
En inversant la transformation canonique, ¢; = ¢;(Q,t), la relation entre les p et les P peut aussi
s’écrire 90
Di = Z Pj 78 J .
7 4qi

En utilisant alors ¢, P comme variables indépendantes (cas II), la premiere équation de (6.132)
donne

J
et la seconde implique

g(P,t) = const.

6.7 L’équation de Hamilton—Jacobi

On a vu qu’apres une transformation canonique, le nouvel Hamiltonien s’écrit

K = H+ T (6.150)
Peut-on trouver F' tel que K = 0 7 Si c’est le cas, alors les nouvelles variables @); et P; sont des
constantes : ce sont des intégrales premieres si on les considére comme des fonctions des anciennes
variables et du temps. Les équations reliant les p;, q¢; aux P;, (); fournissent alors directement la
dépendance temporelle de ¢; et p;, c’est-a-dire la solution du probleme dynamique. Pour étre plus
précis, on cherche s’il existe une fonction Fy(g;, P;,t) telle que

0R,
bi = da; )
0Fy
R 6.151
=2 (6.15)
O0Fy
H -+ W = 0,

avec la condition implicite que les 2n équations reliant les p;, ¢; aux P;, Q; conduisent a des rela-
tions cohérentes faisant effectivement de P;, (); des variables canoniques, c’est-a-dire satisfaisant les
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crochets de Poisson canoniques. Comme p; = 2£2 | la troisitme équation du systéme (6.151) peut

Jdq; ’
etre réécrite

j2 F F
OF, OF% t) o (6.152)

) N R RPN + -
™ g 0gy ot
Cette équation est 1’équation de Hamilton—Jacobi sous sa forme générale. C’est une condition

nécessaire que doit satisfaire F5(q;, P;,t) pour que le nouvel Hamiltonien soit identiquement nul.

H<ql,...

Définition : L’équation aux dérivées partielles

of of ) of
Hlq,....q0, =—,...,—,t]|+—=—=0 6.153
<Q1 " Da dan ot (6.153)
dans l'espace des fonctions a n + 1 variables f(qi,...,qn,t) s’appelle I’équation d’Hamilton—Jacobi.
Comme cette équation fait intervenir n+1 dérivées partielles, sa solution générale, si elle existe, doit
dépendre de n + 1 constantes d’intégration «ayq, ..., a,y1. Par ailleurs, comme elle ne fait intervenir

que les dérivées de f, si f est solution, alors f + ¢, ou ¢ est une constante, est aussi solution. Une
des constantes est donc une constante additive. Autrement dit, la solution générale de I’équation
d’Hamilton—Jacobi, si elle existe, peut s’écrire sous la forme

flai, - saqn,t) = S(q1, - qny @1y - - oy Oy t) + Qg1 (6.154)

Revenons a notre probléme initial et considérons la transformation génératrice
F2(Q1;---7Qna P17"'7P’Vl7 t) E‘S’(qlv"')qn)al :Pla"'aan:Pn; t)

Comme S est solution de ’équation d’Hamilton—Jacobi, F; satisfait ’équation (6.153). Par ailleurs,

on peut démontrer que si S(q1,...,qn, @1, ..,Q,,t) est la solution générale du probleme, alors les
équations
OF,
bi = ’
04; (6.155)
Qi - 0F,
i = an

conduisent a des expressions indépendantes pour les P; et @);, assurant qu’il s’agit d’une transforma-
tion canonique. La fonction F ainsi définie constitue donc la solution du probléme initial (équation
(6.151)).

En pratique, on procede de la maniere suivante :

1. Ecrire Péquation de Hamilton—Jacobi

) <o,

<QI7 » Qny aq17 aaqn

(6.156)

2. Chercher la solution générale

S(Qla"'aqnaala"'van;t)
en omettant la constante additive oy, 1.

3. En déduire la fonction génératrice Fa(q1,...,qn, Pi,..., Py;t) qui conduit & K = 0, définie
par
Fy(q1y .- sqn, Py, Post) = S(q1,y---yqn, 1 = Pr1,...,apn = Pyit). (6.157)



6.7. L’EQUATION DE HAMILTON-JACOBI 91

4. Exprimer les g; et p; en fonction des @); et P; a 'aide des équations

L

1 T a i7
4 (6.158)

0, P

i = 8H .

Comme les Q; et P; sont des constantes, on a obtenu la solution générale du probleme. Les
constantes @; et P; peuvent ensuite étre ajustées pour satisfaire les conditions aux limites sur g;(t)

et pi(t).

Exemple 6.25. Oscillateur harmonique

2 2

p mw= o
H=—+—¢q". 6.159
o T 4 (6.159)

On cherche une fonction f(q,t) satisfaisant
1 (of ™ 2 of

— | == — — =0. 6.160
2m (8(]) + 2 + ot ( )

Cherchons une solution sous la forme

fla,t) = fi(t) + f2().

Alors
dfi 1 (dfy ™ 22
—-— — =0. 6.161
dt + ( dq ) + 2 ( )
Le premier terme ne dépend que de ¢, le second et le troisieme ne dépendent que de q. Chacun doit
donc étre constant. On pose donc :

1 <df2> i 7w2q2 .
dgq

On obtient alors

fl(t) = —Clt-f-ﬁ,

d,
c{qz = i\/Qma —m2w2q?.

La solution générale de 1’équation de Hamilton—Jacobi est donnée par

(6.162)

q
S(q,a,t) = /0 dq \/Zmoz—m2w2q’2 — at. (6.163)

N.B. : La constante additive 8 n’intervient pas dans S.

Considérons maintenant la fonction génératrice

Fa(q, P,1) / dq \/2mP — m2w?q'? — Pt. (6.164)
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On obtient alors :

OF:

- 8—; — \/2mP — m2u2¢?, (6.165)
Q_E?FQ_ t—i—/qd’ m (6.166)
0P 0 9 V2mP — m2w2q’?’ :

1
Comme la primitive de ————= est arcsin (x)’ on obtient
a2 — 12 a
v q 1
Q=-t + AL R . S (6.167)
2V P Jo mw? )
1— =
2P "

m 1 mw?
- _ i — 1
t+ 1/2mearcsm(q 5P ) (6.168)
1 [ mw?
=—1 — i —-— . 6.169
+ — arcsin (q 5P ) ( )

¢ =\ (et + Q). (6.170)

q = a sin(wt +6), (6.171)

On en déduit :

Autrement dit,

. 2P
ona=4/—s;.
mw
Remarque 6.8. P est I’énergie du systéme.
Remarque 6.9. On pourrait croire que p est toujours positif. En réalité, apres gmax il faut changer
de branche :

s

— = —\/Zma — m2w2q?.
dq

Plus stir encore : p = mg !

6.7.1 Interprétation de S
La solution S s’appelle fonction action. Calculons sa dérivée totale par rapport au temps :

as oS oS oS .
E‘EJFXI.:@%JFZ:BT%P" (6.172)

Mais PZ = 0 car P; est constante. Ainsi,

a5 _ ~H+> pigi = L (6.173)

=  S(t)—S(ty) = /ttL(q,q,t')dt'. (6.174)
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A une constante pres, S correspond donc & Paction calculée le long des trajectoires physiques,
c’est-a-dire les trajectoires effectivement suivies par le systéme. En fait, on peut méme montrer que

t
S(qla <oy Qn, O, - e aTL?t) = /t L(Ql? -5 Qn, (117 cee qna t,) dtla (6175)
0
calculée le long de la trajectoire qui arrive en ¢1(t) = q1, ..., qu(t) = qn, les au, ..., o, étant reliés
a to et aux valeurs initiales q1(to), . . ., qn(t0).

Exemple 6.26. Retrouvons la forme de S pour l'oscillateur harmonique a partir de la solution
connue :
q(t) = acos(wt + «), §(t) = —awsin(wt 4+ ),

avec les conditions

q(t1) = q1 = acos(wty + ), '
= a,a en fonction de ¢y, go.
q(t2) = g2 = acos(wta + a),
Le lagrangien est
1 mw?
[ — Smi? 2 1
54 5 4 (6.176)
L’action vaut .
2
S= | L(qqt)dt. (6.177)
t1
En insérant q(t) et ¢(t) :
215 9 . 9 L 992 2
S = {Qma w®sin”(wt + a) — 5mwa” cos (wt +a)| dt (6.178)
t1
15 o [®2
= —ymaw / cos(2(wt + ) dt (6.179)
t1
1 in(2(wt b2
= — “ma’w? [sm((w—l—a))} (6.180)
2 2w 4
1
S = fzmcﬂw [sin(2(wte + ) — sin(2(wt; + @))] . (6.181)
On utilise I'identité trigonométrique
sin 2z = 2sinz cosx = 2v/1 — cos? z cos .
Ainsi,
a? sin 2(wty + ) = 2a cos(wty + a)\/a2 — a? cos?(wtay + ) (6.182)

= 2¢9\/a® — q3. (6.183)
1
= 5= —QWW[%\/@Q—Q% - Q1\/G2_Q%].

Attention ! Il faut maintenant exprimer a en fonction de g1, ¢o :
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arccos(ql> = wt + «,

{ql = acos(wty + ), a

¢2 = acos(wty + ), arccos(qz> = wity + «,
a

arccos<QQ> - arccos(ql) = w(ty —1t1).
a a

T
Pour simplifier, prenons ¢ = 0 et t1 =0, d’ou o = 5 Alors :

a
sin(wty)

B q2 \/ \/ sin? wtg
1 / 1 1

S == 2 —1=—= 2 cot(wts).
2mWQQ Sin2(wt2) 2qug Co (w 2)

Enfin, les dérivées utiles sont :

= mwia? —
8qQ sin? wtz %

mwa

875 2m @ ( sin? (wtg)) T2

On voit bien que ces deux dérivées partielles définissent ’expression de S (6.163) que nous avons
trouvées avant.

g2 = —asin(wtz) = a=—

Comme ¢ < 0 :

On obtient alors :

6.7.2 L’équation de Hamilton—Jacobi : H indépendant de ¢

Lorsque I’hamiltonien ne dépend pas du temps, on peut chercher la solution sous la forme
S(q1y- -y Gn; @,y anst) =W(g, ... qn; o, ..., ) — azt. (6.184)

En reportant cette expression dans I’équation de Hamilton—Jacobi, on obtient

TR L
Q17"°7qn>8q17"‘78qn = 1.

Cette équation est appelée équation caractéristique de Hamilton—Jacobi. On peut bien stir 'utiliser
directement pour déterminer .S, mais on peut également s’en servir pour construire une transfor-
mation canonique via la fonction génératrice :

(6.185)

Fg(ql, .. .,qn;Pl,. . .,Pn;t> = W(ql, ey Qni i = Pl, ey Oy = Pn) (6186)

Comme W ne dépend pas de ¢, on obtient

ow
BV[; K(le"‘7Qn7P17'-';Pn):Pl- (6187)
Q=

op;’
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On voit que toutes les variables @); sont cycliques, d’ou

P =0, i=1,...,n, (6.188)
et que toutes les variables P, ..., P, sont cycliques, d’ou
Q; =0, i=2,...,n. (6.189)

Quant & Q1, on a Q1 =t + QY, puisque

OK

=_ =1
P,

Q1

Il est parfois plus avantageux de considérer la transformation plus générale

F2(q17"-7Qn;P1,--.,Pn;t) = W(ql,...,qn;al :ﬁl(Pl,...,Pn),...,Oén (6190)
= Bu(Pr, ..., Pn)), (6.191)
ou les fonctions B;(Py, ..., P,) définissent un changement de variables. Les nouvelles coordonnées

sont alors données par

ow
Di = 8(] (qlu"'aqn;ﬁl(Plan'7Pn)7"')ﬁn(P17"'7Pn))7
- OW 0B, (6.192)

K(Q1,...,Qn, Pr1,...,P,) = 01(Pr,...,Pp).

Dans cette formulation, les coordonnées @); restent cycliques, donc

P, =0.
En revanche, 5
@ = o
d’ou
aw=Derer 61

On obtient ainsi une représentation du systéme ou la moitié des variables sont des constantes, tandis
que 'autre moitié croit linéairement avec le temps.

NB : Comme la constante « est égale a ’énergie, on la note souvent F.

6.7.3 L’équation de Hamilton—Jacobi : séparation des variables

Définition : une variable ¢; est dite séparable si I'on peut chercher la solution de I’équation de
Hamilton—Jacobi sous la forme

flars s anit) = fila) + (g2, - gnst). (6.194)
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Ce sera en particulier le cas si q; et —— n’apparaissent dans I’équation de Hamilton—Jacobi que par

oq
I'intermédiaire d’une expression ¢1 | q1, D0, qui ne dépend pas des autres variables ou des autres
q1

dérivées partielles. L’équation de Hamilton—Jacobi s’écrit alors :

3f) of 3f> of
H IV ] N i SR +7_07
1(¢1 (QI oa1 )" " e Oqn

ot
ce qui équivaut, en utilisant fi et f’ :

aof’ af’ aof’
H e oy ey — =0,
d
1 (Qb df1> =a.
q1
. . . an\ _ dh e e
Exemple 6.27. Si g1 est cyclique, on peut choisir ¢ (ql, d—ql) = Jo On en déduit f; = a1q; et
q1

p1 = o1 = constante.

Un systeme est dit complétement séparable si, de proche en proche, on peut séparer toutes les
variables. On a alors :

fla, - amst) =D felawiar, .. om) + fo(t), (6.195)

k=1
avec

(o0 )

(Z)k Qkhdi = O,
dr;
et df
Hn(al,...,an,t)+d—: =0.

La solution de cette derniere équation contient seulement une constante additive, que ’on peut
négliger. Dans le cas ou H ne dépend pas explicitement du temps, on trouve :

fo(t) = —Hp(ai,...,an)t = —E(aq,...,an)t. (6.196)
La fonction S(q1,...,qn; a1, ..., an,t) qui permet d’effectuer la transformation canonique est de la
forme
n
S(q1y. -y qn; 0y ...y, t) = Z Sk(qr; a1y ... am,t) + So(ag, ..., an,t). (6.197)
k=1
En effet, si I'on a d’abord séparé la variable ¢q, alors S; ne dépend que de a7 et non de ao, ..., a,.
De méme, apres séparation de g9, la fonction Se ne dépend pas de ag, ..., a, mais dépend de aj.

Ainsi, il serait incorrect d’affirmer que S dépend uniquement de oy, : 'expression ci-dessus est la
plus générale possible.

Exemple 6.28. Coordonnées sphériques.

1 2 P
H=_—— <p$+299+¢> —|—U(T‘,9,¢). (6198)

2m r2  r2sin26
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Supposons que le potentiel soit de la forme

U(r,0,¢) =a(r) + ig) (6.199)
r
L’équation de Hamilton—Jacobi devient :
1 /0f\? 1 af\? 1 of\?* of B
om (87“) +al(r) + 2mr? K(‘?H) +2mb(0)| + 2mr2 sin2 ((9(15) + ot 0- (6.200)

Comme H ne dépend pas explicitement du temps, on cherche une solution de la forme
f(r,0,¢,t) = f'(r,0,¢) — Et.
La variable ¢ est cyclique :
f'(r,0,¢) = f"(r,0) + py ¢, (py = constante).

Ainsi, f”(r,0) satisfait :

19"\’ L [rarmy? v
— — 2 — = F. .201
2m ( or ) +alr) + 2mr? ( o0 ) +2mb(0)| + 2mr? sin? (6.201)
On multiplie par 72 :
T2 8f” 2 5 1 af// 2 p2
- - Er?=_— 2 ¢ 1. 202
2m(8r> Pa(r) + B = o <89)+mb(0)+sin29 (6.202)
On peut alors séparer r et 0 :
f//(T', 9) = fl(r) + f2(9)a
ce qui mene a
df2\? Py
(d@) + me(e) + Sin2(9 - ﬂ,
L (dfi\? B
o () 00+ g =5

Ces deux équations définissent complétement la séparation des variables en coordonnées sphériques.
Les constantes d’intégration sont py, 8 et E. La solution s’écrit donc

S(r,0, ¢4, 0, Est) = —Et + pgd + /d@\/ﬁ —2mb(h) — sii(ge + /dr\/Qm(E —a(r)) — ﬁ

6.7.4 Lien entre la théorie de Hamilton—Jacobi et la mécanique quantique

La mécanique classique est a la mécanique quantique ce que l'optique des rayons (ou optique
géométrique) est a l'optique ondulatoire. En optique géométrique classique, la longueur d’onde
de la lumiere est sans importance. Il suffit de tracer les rayons lumineux et de les faire se propager
dans le milieu en fonction de l'indice de réfraction, en utilisant le principe de Fermat du moin-
dre temps. Dans les cas simples, cela revient & utiliser la loi de Snell aux interfaces entre milieux
différents.
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La motivation historique de I’équation de Hamilton—Jacobi était justement d’exploiter cette

analogie entre optique et mécanique. Les moments pi,... sont proportionnels au gradient de S
dans l'espace de configuration a N dimensions. Par conséquent, les surfaces sur lesquelles S est
constant sont normales aux trajectoires possibles ¢i(t),... dans 'espace de configuration. Les

surfaces de phase constante avancent parce que les surfaces ou S est constant se déplacent dans
I’espace de configuration a cause du terme Et présent dans S. En optique classique, ces surfaces
sont des surfaces de phase constante (c’est-a-dire des fronts d’onde) et les trajectoires sont les rayons
lumineux, toujours perpendiculaires aux fronts d’onde. La propagation de la lumiére dans un milieu
a indice de réfraction variable est décrite par une équation exactement du méme type que (6.153).

Cependant, I'invention de la théorie quantique a montré que la correspondance entre mécanique
et optique allait au-dela d’une simple analogie. En mécanique quantique, S est proportionnelle &
la phase de la fonction d’onde, de sorte qu’il existe un lien mathématique précis entre ’équation de
Schrédinger et la mécanique. Cette connexion entre mécanique quantique et mécanique classique
doit exister, puisque, dans la limite ou la constante de Planck & — 0, la mécanique quantique doit
se réduire a la mécanique classique.

On part de I’équation de Schrodinger en dimension 1 :

h2 92w ov
g T
2m Oz2 + V() h ot’

U =/p(z,t) 5@/, (6.205)

et p et S sont des fonctions réelles de x et t, p étant la densité de probabilité. En remplagant (6.205)
dans (6.204), on obtient

R [0*/p 2i0pdS 1 oS\? i _0%*S) i
L = bt et 2 2 2\ GiS/h
Qm{ 0z? + h Ox Oz h2ﬁ(8w> +h\/ﬁ(‘3m2 €

; _[Oyp i 0S| ;
iS/h _ v iS/h
+ V(x)\/pe zh{at + h\/ﬁ—at }e .

HU = (6.204)

ou V¥ est une fonction complexe

(6.206)

2

75| |28
ox

2
(ici h est supposée petite ; nous commenterons plus loin la

On suppose que h
ppose q 52

signification physique de cette hypothese). En ne gardant ensuite que les termes indépendants de
h afin d’obtenir la limite de ’équation de Schrédinger lorsque 2 — 0, on trouve

1 /05\? oS

— | = |4 — =0. 6.207
2m (8:6) +Viz) + ot ( )
La mécanique quantique, dans la limite & — 0, donne I’équation de Hamilton—Jacobi (6.153) pour
une particule unidimensionnelle soumise a une force conservative. De plus, dans la limite 7 — 0,
on peut associer la phase de la fonction d’onde a ’action classique divisée par k. Cela constitue la
base de la méthode WKB en mécanique quantique.

On peut montrer que la limite
%S 2

O

oS

A el
ox

correspond essentiellement au fait que le potentiel reste pratiquement constant sur de nombreuses
longueurs d’onde de de Broglie. Cela définit la limite des petites longueurs d’onde ou limite WKB
semi-classique.



Chapter 7

L’espace des phases

7.1 Définition

L’état d’un systeme mécanique est connu lorsqu’on se donne la position et la vitesse de chaque
particule. De facon équivalente, il est déterminé par la donnée des coordonnées ¢; et des impulsions
pi,t=1,...,N. L'espace a 2N dimensions des coordonnées et des impulsions s’appelle [’espace des
phases. La description d’un systeme dans cet espace est fondamentale pour plusieurs applications :

o En physique statistique, la base microscopique de la thermodynamique, la description se fait
impérativement dans ’espace des phases, la probabilité & 1’équilibre pour que le systéme soit
dans Iétat {g;, p;} étant proportionnelle &

H . .
exp (_1(53271?1)) (kp : constante de Boltzmann, T : température).

e Les systémes intégrables, i.e. les systémes pour lesquels on peut résoudre les équations du
mouvement par quadrature, ne peuvent se décrire que dans cet espace.

7.2 Systéemes a 1 degré de liberté : portrait de phase

L’exemple le plus simple est celui des systémes a un degré de liberté. Dans ce cas, I’espace des phases
est un espace a deux dimensions, c’est-a-dire un plan, et les trajectoires sont des courbes dans ce
plan. Dans le cas des systemes autonomes, c’est-a-dire des systemes décrits par un hamiltonien ne
dépendant pas explicitement du temps, I’équation des trajectoires est donnée par

H(p,q) = E. (7.1)

Une collection d’orbites représentatives d’un systeme s’appelle un portrait de phase.

Exemple : Considérons le pendule simple constitué d’un point matériel fixé & une corde et
pouvant tourner autour d’un axe horizontal. C’est un systeme a un degré de liberté. L’énergie
s’écrit : T+ V.

= %mr292,
V = —mgrcos@.

Le moment conjugué de 6 vaut

99
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Po = gﬁ; = mr?0, (7.2)
et ’hamiltonien est
P
H(8,pg) = 52~ YT cos 6. (7.3)
L’équation H(0,py) = E conduit a
Py = i\/er2 (E 4+ mgr cosb). (7.4)

Deux cas de figure sont a distinguer :

e —mgr < E < mgr: Pour que la racine carrée soit définie, il faut que

E
E+mgrcosd >0 = cosf >———.
mgr
On en déduit
/ / N / E
-0 <0<b, ou cosff = ———.
mgr

Les orbites sont alors des courbes fermées. Le pendule oscille autour de sa position d’équilibre.
Lorsque E se rapproche de sa valeur minimale —mgr, ' tend vers 0. L’amplitude des oscil-
lations devient trés faible. Au contraire, lorsque E se rapproche de mgr, 6 tend vers m, et
I’amplitude des oscillations devient proche de 27.

e« E > mgr: py ne s’annule jamais et garde toujours le méme signe. Le pendule tourne

\

indéfiniment. Il est alors plus naturel de considérer # comme une variable allant de —oo a

+00.
2 : : Plortrait dle phase T:lu pendlllle simplle : :
1k d
051 g
a OfF y
0.5 |
At i
15 /\ S
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
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7.3 Systémes a un degré de liberté : variables action—angle

Dans I'exemple précédent, les deux types de mouvement sont périodiques. De fagon générale, les
équations du mouvement d’un systeme qui subit un mouvement périodique peuvent étre mises sous
une forme universelle a I'aide d’une transformation canonique vers des variables (@, P) telles que
P reste constant au cours du mouvement alors que ) augmente de 27 pendant une période 7.

Supposons qu’on ait résolu I’équation caractéristique de Hamilton—Jacobi a I’aide d’une fonction
W (g, a). Le probleme est donc de déterminer la fonction 3(P) telle que la fonction génératrice

Fy(q; P) =W(g;a = B(P)) (7.5)

conduise a une transformation canonique telle que P soit constant et telle que ( augmente de 27
au cours d’une période. Puisque le mouvement est périodique, ¢(t +71") = ¢(t), et le plus simple est
d’exprimer () comme fonction de ¢, et d’écrire la condition sur ) comme

_ [dQ
AQ = j{ T dg = 2, (7.6)

ou § dg signifie que 1’on suit le mouvement sur un cycle. Mais comme @ est définie par la transfor-
mation canonique engendrée par Fy(q; P), on a :

R

== 4.
Q=" (43)
d 2
L de_omy onor
dg 9Oq\OP OP? 0q
. oP .
Mais i 0 puisque P est une constante.
q
d 2
5 de_oh
dg 0qOP
La condition s’écrit donc
0’ Fy 0 0F, 0 ow
Cette condition sera donc satisfaite si P et a sont reliés par
1 ow
P=— ¢ —(q;)dgq. 7.8
5= 5o (@0)da (73)

La fonction B(P) qui résout le probléme initialement posé est donc définie par sa fonction réciproque
B~1(a) donnée par
1 ow
-1

a)=— ¢ —(q;)dg. 7.9
57 ) = 5 f (s da (7.9)
Définition : pour un systeme a un degré de liberté effectuant un mouvement périodique, on
appelle variables action-angle, et on note (I,w) le couple de variables canoniquement conjuguées
(I : impulsion, w : coordonnée) telles que I soit une constante et que w augmente de 27w au cours
d’une période. Pour trouver la fonction génératrice Fy(q; ) de cette transformation canonique, on

procede en plusieurs étapes :
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1. On résout I’équation caractéristique de Hamilton—Jacobi
= W(q; «).
2. On détermine la fonction S dont la réciproque est définie par
1 fow
I=8Ya)=— ¢ —(q; ) dg.
) = o 94 (¢; ) dg
3. On en déduit la fonction génératrice Fy(q;I) par :
Fy(q: 1) = W(g; a = B(I)). (7.10)
4. La variable w est alors définie par
OF,
= —. 7.11
W=7 (7.11)
5. Le nouvel hamiltonien est donné par
K(w;I)=a=p(). (7.12)
6. La fréquence du mouvement se déduit de I’équation du mouvement pour w :
dw 0K df
o T 7 1
dt ol dI (7.13)
d’ou 45
t) =w(0 —t
w(t) = w(0) + 5t
et donc 45
T)—w(0)=-—=T
ou T est la période du mouvement. Mais par construction w(7T") — w(0) = 27, donc
dp
2n = —=T 7.14
=91, (7.14)
et ainsi 5 a5
=—=—. 7.15
YT Tl (7.15)
Autrement dit, la fonction 5(I) donne directement acces a la fréquence des oscillations.
Remarques :

o La terminologie « angle » pour la variable w est évidente.

e Pour la variable I, ’appellation « variable action » vient du fait qu’on peut écrire

1
I=— ¢pd 1
%j{p q, (7.16)

puisque 0F5/0q = p.
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Or, pour un systeme autonome, I’action S s’écrit :

S:/(p(j—H)dt:/pdq—Et. (7.17)

La quantité 7{ pdq est appelée « action raccourcie », et la quantité

1
I = d
- ?{p 4,

qui est l'intégrale de ’action raccourcie sur une période, a la dimension d’une action.

e Pour calculer la fréquence, on n’a pas besoin de résoudre I’équation de Hamilton—Jacobi. En
ow

effet, pour déterminer (1), il suffit de connaitre s en fonction de ¢ et de o, autrement dit
q

de résoudre ’équation

H(q, 8;([;) =a (7.18)

ow
pour la variable e La méthode des variables action—angle est donc une méthode tres

efficace pour calculer la fréquence des oscillations d’un mouvement dont on sait a priori qu’il
est périodique sans avoir besoin d’obtenir la solution complete du probléme.

Exemple 7.1. Oscillateur harmonique
2 2
P mw’ o
H =—+ —q°.
(pra) =5~ +——a

Pour ce systeme,

q
W(g;a) = j:/ dq’ \/2ma — m2w?q'?.
0
Au cours du mouvement, g oscille entre les valeurs maximales définies par

2 200
H(p=0,9) =« - —\—5 < q¢ </ —.
mw mw

On a donc

ﬁ
l\?

I=3Ya)= QL (/ \/>\/2moz — m2w? 2dq) (7.19)
2a

Posons ¢ = /=5 sin 6. Alors

2

oz2 cosfdo, \/2ma — m2w?q? = vV2ma cos .

w

1 w/2
=5 V2ma cosf |/ — cos 0 df (7.20)
™ —m/2

w/2
(20[/ cos29d9> = i (Qa : W) (7.21)
w Jon/2 2r \w 2

(7.22)

dq =

Ainsi,
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On en déduit N
B Ha) = - = B)=ul

La fonction génératrice s’écrit donc

q
Fy(q; 1) =Wi(q; (1)) = i/ dq' \/2me — m2w2q'2. (7.23)
0
Enfin, la fréquence des oscillations vaut
_ 48
YT ar

comme attendu.

7.4 Systémes séparables : variables action-angle

Considérons un systéme a n degrés de liberté completement séparable, et supposons que le mouve-
ment par rapport a chaque paire (g, px) soit périodique. Supposons par ailleurs que le systéme soit
autonome. L’équation caractéristique de Hamilton—Jacobi posseéde donc une solution qui s’écrit

W(qi, . Gn; 01, Q) = ZWk(Qk;al, ce Q). (7.24)
k

Par analogie avec le cas d’un degré de liberté, on peut chercher une transformation canonique vers
des variables telles que la moitié d’entre elles soient des constantes et 'autre moitié augmente de
27. Cette transformation sera a priori engendrée par une fonction génératrice de la forme

FQ(qlv e 7QTL;Ila cee 7In) = W(q17 <oy Qn; 01 = ﬁl(Il)' . '7-[71,)7 ceey O = /Bn(_ll,. . 7In)) (725)

Le raisonnement fait dans le cas d’une variable se généralise sans probléme. Les variables I sont
définies par
1 oWy,
L=— ¢ —(qp;1,...,00)dqg, 7.26

£= 97 P bar (qr; n) dap, (7.26)
ou l'intégration se fait suivant une orbite de la paire (qx, px). Ces équations constituent un systeme
de n équations reliant les I aux ap. Ce systeme permet donc d’exprimer les «j en fonction
des Iy : ax = Bi(I1,...,I,). La transformation canonique engendrée par la fonction génératrice
Fx(qiy- - qn; 11, ..., I,) définie a partir de W a l'aide des fonctions S1 (11, ..., 1), ..., Bn(L1, ..., Ip)
conduit, d’apres la théorie générale, aux équations du mouvement suivantes pour les variables wy, :

_ 9B, 1)

i (7.27)

Wy

0
La quantité wy = a—fl est la fréquence du mouvement pour les variables (g, px)-
k

NB : Comme la constante o est égale a I’énergie, on la note souvent E. Le probleme revient donc
a exprimer ’énergie en fonction des variables actions Ip. On en déduit les fréquences par

_ 0B
- oI,

Wk
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Intérét des variables action-angle

1. Comme dans le cas a un degré de liberté, les fréquences peuvent étre calculées sans résoudre
I’équation différentielle de Hamilton—Jacobi, autrement dit sans obtenir explicitement la solu-
tion complete des équations du mouvement. En effet, au cours de la séparation des variables,

ow
on est conduit & des équations pour chacune des dérivées partielles ——. Pour calculer les

%Ik

variables action Iy, il suffit d’extraire de ces équations les quantités Do en fonction de g et
qk

des aq, ..., an. Il n’est pas nécessaire d’intégrer ces équations différentielles.

2. Nature du mouvement : le mouvement dépend des relations entre les n fréquences wg. Si
elles sont incommensurables, le mouvement global n’est pas périodique. Si elles sont toutes
commensurables, le mouvement est périodique.

3. Intégrales premiéres : si deux fréquences sont commensurables, on parle de dégénérescence.
On peut montrer que dans ce cas de nouvelles intégrales premiéres qui sont des fonctions
univoques des coordonnées apparaissent (voir probléeme de Kepler et vecteur de Lenz).

4. Séparation des variables dans plusieurs systémes de coordonnées : on peut aussi
démontrer que s’il y a dégénérescence il y a séparation des variables pour plusieurs systemes
de coordonnées (voir probleme de Kepler et coordonnées paraboliques).

5. Mécanique quantique : si un systéme est séparable et périodique, les états possibles du
systeme d’apres la mécanique quantique sont déterminés par :

h
I, = nih, ny entier, h = Py h = constante de Planck. (7.28)
i
Cette méthode a fourni la premiere théorie quantique (voir probleme de Kepler). Ces regles
de quantification sont connues sous le nom de regles de Bohr—Sommerfeld. Malheureusement,
la méthode ne peut pas étre étendue aux systemes non intégrables, et elle a été abandonnée
au profit de méthodes plus efficaces (voir cours de Mécanique Quantique).

7.5 Systémes intégrables

Pour un systéme séparable, et tel que le mouvement par rapport a chaque paire (g, px) soit péri-
odique, on a explicitement construit une transformation canonique pour laquelle la moitié des
variables, a savoir les variables action I, sont des constantes du mouvement. Par ailleurs, puisque
la transformation est canonique, on a :

(I, ;} =0, i,j=1,...,n. (7.29)

Définition : Un systeme a n degrés de liberté est dit intégrable s’il existe n intégrales premieres
indépendantes satisfaisant

{Ii,Ij}ZO, i,j:1,...,n. (730)
On dit que ces intégrales premieres sont en involution.

Remarques :
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1. Tout systeme complétement séparable est intégrable, mais la réciproque n’est pas vraie.
L’exemple le plus célebre est le réseau de Toda défini par 'hamiltonien

1 & & qi — Qi1
H=—>"pi+W> eXp<z ax ) Gnt1 = q1, (7.31)
2m = i=1 a

pour lequel on peut construire n intégrales premiéres en involution, mais qui n’admet pas de
séparation des variables.

2. On peut construire des variables action-angle sans invoquer la séparation des variables. L’idée
de base est la suivante : 'existence de n intégrales premieres impose au mouvement de rester
sur un tore de dimension n. L’intégrale le long d’un chemin fermé sur le tore est un invariant
topologique et une constante du mouvement.

3. On pense que, dans le cas générique, un systéme mécanique n’est pas intégrable (on n’a pas
de preuve ! On ne connait que quelques exemples ou I'on a pu prouver que le systéme n’était
pas intégrable). L’absence d’intégrabilité peut avoir des conséquences trés importantes sur
I’évolution des systémes aux temps longs, avec 'apparition de chaos (voir chapitre suivant).

7.6 Théoréme de Liouville

Le lien entre la thermodynamique et la mécanique est basé sur la description statistique des systemes
a plusieurs degrés de liberté. Dans le cadre de cette description, la quantité de base est la probabilité
de trouver un systéme mécanique donné dans un état donné. Comme I’état d’un systeme est défini
par les positions et les vitesses des particules, il pourrait sembler logique d’utiliser les ¢;, ¢; pour
définir cette probabilité. En réalité, il est nettement préférable d’utiliser les coordonnées et les
impulsions, c’est-a-dire ’espace des phases. La raison fondamentale de ce choix réside dans le fait
que le volume de I’espace des phases est conservé lorsqu’on effectue une transformation canonique,
et donc en particulier au cours de I’évolution du systéme. Considérons en effet un volume V' défini
par

V= / Hdpidqi, 2 = domaine dans l’espace des phases. (7.32)
Q7

Si on fait une transformation canonique vers les variables Q;, P;, le domaine 2 devient €, et le

V= / [1dQidP.
Q-

volume correspondant devient

Proposition 4.1. V =V".

En effet, effectuons le changement de variable dans I'intégrale donnant V. On trouve
V= / D] dP,dQ; (7.33)
i

ou D est le jacobien, c’est—a—dire le déterminant de la matrice des dérivées des anciennes variables
par rapport aux nouvelles. En utilisant les notations compactes, on a

V:/df, V’:/ di,
Q@ ¥ (7.34)

D= det(Mfl).
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Mais comme M est symplectique,
det M = det(M—l) -1 — D=1,
d’ou
V= Ddy= dy =V".
Q Q
C.Q.F.D.

Une extension importante de cette proposition est que le volume dans ’espace des phases est
conservé au cours du temps. Pour démontrer cela, il suffit de montrer que si le systéme est décrit
par Z a l'instant 0 et par 4;(Z) a 'instant ¢, la matrice M définie par

Ayi
M, = =%
K 8.7}j
est symplectique. Pour simplifier les notations, on définit I'opérateur différentiel D : R?" — R2n*2n
. o
Dy=|==) =M. 7.35
7= (52) (7.35)
L’équation du mouvement en notations compactes s’écrit :
a._, ., OH D
ayt(az) =J (85) o i (Z). (7.36)
Si on applique I'opérateur différentiel de part et d’autre, il vient :
0 OH
—(Dy)=J |D| — y| (Dy 7.37
5 (DY) [ (85)04( ¥); (7.37)
ou encore 5 OH
—J—(Dy)=(D| —=—= iy | (D). 7.38
500 = (D(%5) 2 7) () (7.39)

Prenant la transposée, il vient :

OH
_9 At 7Y _ (Pt oy o
5 ((00'7) = 09 (D(55 ) 7). (7.39)
soit, puisque J! = —J,

0 b\t OH\

5 ((Dg)) = (D) (D(af) ° y) . (7.40)
En multipliant (7.38) par —(Dy)' & gauche et (7.40) par (D) a droite, il vient :

| = (09 KD(?;) o g) _ D(%;I) o gj] (D). (7.41)
(2(55)), = 520
9

5 (DY I(DPH| =0 = (DY T(DF) = cte = J, (7.42)

Mais

est symétrique, d’ou

puisque D= = 1.

Cette propriété est connue sous le nom de Théoréme de Liouville : le volume de l'espace des
phases est conservé au cours du temps. Cette propriété est fondamentale pour la définition de
I’équilibre thermodynamique. Une démonstration plus générale de ce résultat sera donnée dans le
chapitre suivant.
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Chapter 8

Introduction aux systemes
dynamiques

8.1 Définitions

Un systeme dynamique est un systéme dont 1’état est décrit par un vecteur & a n composantes et
dont I’évolution est régie par une équation différentielle du premier ordre du type

i =F(). (8.1)

Ezemple : Un systéme hamiltonien est un systéeme dynamique. En effet, en notation compacte,
. oH .
r=J|——= ) =F& 8.2
(55) = F@), (82)
avec

L, OH (0 1

Par contre, tous les systéemes dynamiques ne sont pas des systémes hamiltoniens. Par exemple,
la description d’un systeme macroscopique peut se faire a ’aide de quelques degrés de liberté pour
lesquels les équations du mouvement ont un terme dissipatif. De tels systémes ne peuvent pas étre
décrits par un hamiltonien. Par ailleurs, dans beaucoup d’autres contextes, des équations de ce
type apparaissent. L’objet de ce chapitre est de discuter un certain nombre d’aspects des propriétés
de ces systemes.

Pour un tel systéme, il passe en général une et une seule solution par un point donné . On
appelle flot et on note ¢;(Zp) la solution Z(t) telle que Z(t = 0) = Zy.

8.2 Systemes conservatifs et systéemes dissipatifs

Soit V' = V(0) le volume d’un domaine M dans I'espace a n dimensions,
V= / dzy...dzp,. (8.3)
M

et soit V() le volume de son image ¢ (M),
V(t) = / dyy ...dy, = / J(t,x)dxy ... da,, (8.4)
¢t (M) M

109
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ou J(t,x) est le jacobien de la transformation de & +— ¢ = ¢¢(Z). Essayons de calculer

v _ V(A - V(0)

At Ao At
Au premier ordre en At, on a :

7=+ F(Z)At + O(At?), (8.5)

0y; OF;
=0, At. 8.6
axj K + al’j ( )

OF; . . . N ,
Posons A;; = T Le jacobien de cette transformation, det(I + AAt), est un polyndéme de degré n
Ly

dVv
en At. Pour calculer la dérivée TR il suffit d’en connaitre le terme d’ordre 1, c’est-a-dire linéaire
en At. Mais I + AAt s’écrit

1+ A1 At A At A3At
Ao At 1+ Ayt AgsAt
Agi At .

Faisons un développement du déterminant selon la premiere colonne. Il vient

1+ Ay At Aoz At
det(I+ AAL) = (1+ Ay At)| As2At 14 AzzAt

ApAt ApAt

A At AjsAt -
+A31At| " 1? . I

Ap1At est facteur d'un déterminant dont la premiere ligne est (A12At A13At ...). Le terme
correspondant est donc d’ordre supérieur ou égal a 2 et peut étre omis. Ainsi,

det(I 4+ AAt) = (1 + A At)(1 + AgAt) - - (1 4+ AppAt) + O(AL?) (8.7)
=1+ (Z A“> At + O(AtQ) (8.8)
=1+ (T;A)At + O(A#?) (8.9)
= 1+ (div F)At 4+ O(A#?). (8.10)

On en déduit que

B a B
V(A#) = V(0) +/ dvFdiae - | :/ div F' 47 (8.11)
M dt M

Un systeme est dit conservatif en T si divEF =0 et dissipatif si div F < 0.
Exemple 8.1. Systeme hamiltonien. Un systéme Hamiltonien est régi par les équations de Hamilton

. 0H . 0H
qi = ap; pi = dqi
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En utilisant les équations de Hamilton on obtient

.3 9g; 8pz
divE = ; dq; Z Z Opi a(h Z anapz

Les systéemes hamiltoniens sont donc conservatifs. On retrouve le Théoréme de Liouville.

Exemple 8.2. Force de frottement proportionnelle a la vitesse. Supposons qu'un systéme soit

;e . N . .. xz oz
caractérisé par une force de frottement proportionnelle a la vitesse. Nous avons & = ——. L’intégrale
T

x
dans le temps donne, & une constante pres &£ = —— = F(z), d’ou
T
" 1
divF =——<0.
T
Le systeme est donc dissipatif.

8.2.1 Points fixes et stabilité

Un point fize (ou point d’équilibre ou point singulier) est un point &, qui satisfait

ot
—~
!
S—

Il
=)

Un tel point peut étre commun a plusieurs trajectoires.

Exemple 8.3. Pendule simple

On considere le systeme

Portrait de phase du pendule simple

Py = —mgrsinfd = 0
o="L0 —o

mr?

On a deux points fixes :

=0 (E = —mgr),
0=m (E = mgr).

Les points fixes ne sont pas tous équivalents du point de vue de la stabilité. De facon générale,
on distingue trois types de points fixes :

e I, est asymptotiquement stable s’il existe un voisinage de T, tel que, pour tout ¥ dans ce
voisinage, lim ¢ (%) = .
t——+o0

o T, est stable s’il existe un voisinage de T, tel que, pour tout & dans ce voisinage, ¢;(Z) reste
dans un voisinage de &, pour tout ¢ > 0.

o I, est instable sinon.

Pour étudier la stabilité d’'un point singulier, la premiére étape consiste a faire une linéarisation
des équations au voisinage du point singulier. Plus précisément, on pose

y= — T,
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et on ne garde que les termes linéaires en ¥ :

L a 5, DF
y=2=F(¥)=F(@.+9y) = F(Z) Df(m*)y—i—... (8.12)
avec .
DF OF;
= —= _‘* y Ay = _‘*
pE) Au= gt
On doit donc étudier I’équation
iy = Ay.
La solution de cette équation est
g(t) = eM57(0),
ou l'exponentielle d’une matrice est définie par
+00
Bn
exp(B) = Z —-
n!
n=0
En effet,
“+oo
At
exp(At) = Z ‘
n!
n=0
d At X Arep
n=1 p=0
d . . .,
= p (exp(At) (0)) = A exp(At) 7(0) = Ag(t). C.Q.F.D.
Supposons que la matrice A soit diagonalisable, et désignons par a;, j = 1,...,n, ses valeurs propres,
a priori complexes, et par Zj, j = 1,...,n, les vecteurs propres associés. Dans C", I’équation

7= A7 (8.13)

peut étre résolue simplement en décomposant Z dans la base des vecteurs propres de A. Posons en
effet :

Z(t) = Z c;(t) Zj. (8.14)
J

L’équation 7 = AZ s’écrit
D&t % =2 ajei(t) Z
j j
= ¢i(t) = ajc;(t), j=1,...,n
= cj(t) = ¢;(0) e™".

La solution générale s’écrit donc
7= ch et 7. (8.15)
J

Mais comme A est une matrice réelle, si Z" est solution, Re(2) est aussi solution. En effet, la partie
réelle de I'équation Z = AZ s’écrit :

d S -
p (Re(2)) = A Re(2).
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La solution générale dans R™ s’écrit donc :
n

¥ =Re ch e 7 |, c; € C. (8.16)
j=1

La stabilité dépend du signe des parties réelles des aj. On peut démontrer les résultats suivants :
e SiRea; <0, Vj, alors Z, est asymptotiquement stable.
e Si Re a; > 0 pour au moins une valeur de j, 7. est instable.

Dans le cas ou Re a; < 0 pour tout j, et ou Re a;j = 0 pour au moins une valeur de j, 'analyse
du probleme linéarisé ne permet pas de conclure, et la stabilité dépend des termes non linéaires.
L’étude de la stabilité au-dela de la linéarisation est un sujet complexe qui sort du cadre de ce cours.

Remarque 8.1. Seuls les systéemes dissipatifs peuvent avoir des points singuliers asymptotiquement
stables. En effet, Re a; < 0 Vj = Tr A < 0. Ainsi, pour les systémes conservatifs, et en particulier
les systémes hamiltoniens, les points fixes sont au mieux stables. L’étude des oscillations autour des
points fixes stables des systéemes lagrangien et hamiltoniens fait I’objet des paragraphes suivants.

Exemple 8.4. Considérons le systéme décrit dans ’Exemple 3.1 et discuté plus en détail au début
de la Section 4.5. On répete ici les termes de I'exemple.

Considérons un pendule sur un plan en rotation. Une masse ponctuelle est contrainte de se
déplacer le long d’un cercle vertical de rayon 7 centré a ’origine. Il s’agit de déterminer le mouvement
de la masse lorsque le cercle tourne autour de son diametre vertical avec une vitesse angulaire w.
Soient (z,y, z) les coordonnées cartésiennes dans le référentiel non inertiel ot le cercle est immobile :
I’axe x est perpendiculaire au plan du cercle, I’axe y est le long du diamétre horizontal, et ’axe z
est aligné avec le diametre vertical. Les équations de Newton dans ce référentiel sont :

mx = Ro — 2mowsin 6,
mij = —R; cos 8 + mw?r cos b, (8.17)
mzZ = —mg — Rysinf,
ol R, est la force de contrainte radiale, Ry est la force de contrainte perpendiculaire au plan du
cercle, et 0 est ’angle polaire dans le plan y-z, avec y = rcosf et z = rsin6.

En choisissant maintenant z = 0 au bas du cercle et comme coordonnée lagrangienne ’angle 6,
de sorte que z = r(1 — cosf), on obtient :

L= imr?0® + lmr?w?sin® 0 — mgr(1 — cos0) = T' + Vig, (8.18)

T = Imr?6?, Ve = —imr?w?sin? 0 + mgr(1 — cos6). (8.19)
Ainsi, les points d’équilibre sont les solutions de

_ dVeg
0= df

= mrsinf (—w?rcosd + g), (8.20)

c’est-a-dire § = 0, § = 7, et § = arccos(g/(w?r)), qui n’admet des solutions que si g/(w?r) < 1. La
stabilité est déterminée par

d?Vegr

o mr [cos ¢ (—w?r cos ¢) + w?rsin? ¢). (8.21)
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Le point 6 = arccos(g/wQT) est stable, car en ce point dzggﬂ = w?sin?60 > 0. Si g/w?r > 1, le

point # = 0 est un point stable puisque alors

d?Vegr

TR = mr(—w?r 4+ g) > 0.

0=0

Le point 6 = 7 est toujours instable car

d*Vegr
do?

= —mr(w?r+g) < 0.

O=m

Exemple 8.5. Le pendule sphérique.
En coordonnées sphériques (voir eq. (4.6)), le lagrangien du pendule sphérique s’écrit

L= %mlz(é2 + sin? 0 ?) + mgl cos 6. (8.22)

Le moment angulaire p, = mi?sin® 0 ¢ est conservé. Si, a I'instant initial, Py = 0, alors le
mouvement se déroule dans un plan ¢ = constant et 'on retrouve le cas du pendule plan. On
consideére maintenant le cas u = p,/(mi?) # 0. Le lagrangien effectif devient alors

Lo = %ml292 — Vet Veg = —ml(gcosd + Sp*sin®6).

Les points d’équilibre sont solutions de

AUeg
do

gcosf Ve

= (g/l) sinf — i 0, Uett = "t

(8.23)

Cette équation se ramene & une équation quartique pour = = sin? 6 de la forme
4 —
ar™+x—1=0,

et une solution acceptable (0 < = < 1) existe, correspondant a 6 = 6, avec 0 < 0, < 7/2. (Dans
le cas le plus simple a = 1, la solution est x ~ 0.5654, 0, = 0.8510.) Un tel point d’équilibre est
stable parce que

APUeg g ;ﬂ cos0,,
== 0 —— (1 4+3——| >0 8.24
oz |, T m+sin29m( + sin20m) ’ (8.24)

puisque cos 0y, = (g/1) u=2sin*6,, > 0.
Pour des conditions initiales d’énergie E' > Veg(6,,), I'angle 6(t) peut osciller entre deux valeurs

01, 05 correspondant aux solutions de I’équation E — Veg(0) = 0, ¢’est-a-dire aux points ou 6(t) = 0.

8.2.2 Petites oscillations : Le point de vue lagrangien
Oscillateur harmonique

Considérons le probléme classique d’'une masse m attachée & un ressort vertical de raideur k plongée

dans le champ de pesanteur. Si ’on désigne par y 'ordonnée de la masse, et par yy la position de

la masse lorsque le ressort est au repos, I’énergie cinétique est donnée par :
Lo 9

T=_-my

5 (8.25)
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et I’énergie potentielle est donnée par :

1
V = hk(y —0)* +mgy. (8.26)

La position d’équilibre du systéme est définie par la condition y = y, = constante. Or, d’apres
les équations de Lagrange, y(t) est solution de :

d (0L oL oV
dt<8y> dy "y (8.27)
La position d’équilibre y = y, est donc définie par la condition :
ov m
— =0 = k(yx—yo)+mg=0 = y*:yo——g. (8.28)
dy k
Si 'on définit une nouvelle coordonnée = y — y,, il vient :
1
T= §ma'c2, (8.29)
1 2
V= Sk +ye = o)™ + mg(z +y.) (8.30)
1 1
= Sk(ys = y0)* + k2 (ys — yo) + Sha® + mgz + mgy. (8.31)
1 2 1
= §k: (W;g> + x[k(ys — yo) + mg| + mgy. + §k$2 (8.32)
_ (mg)* 1 ,
= mgyo ok + ka . (8.33)
; (mg)* . . . A
A la constante mgyg — ok pres, qu’on peut laisser tomber puisque les équations de Lagrange
ne font intervenir que les dérivées du lagrangien, on a :
1 1
L= §mg‘c2 - 51{:902. (8.34)
D’ou I’équation du mouvement :
ma + kx = 0. (8.35)
Cherchons une solution complexe z(t) sous la forme :
2(t) = zpet. (8.36)
Il vient : ‘
(—mw? + k)zp et =0, (8.37)
d’ou :

k
w={]—, zp quelconque. (8.38)
\ m

Mais si z(t) € C est solution, sa partie réelle est solution puisque les coefficients de I’équation
différentielle sont réels. La solution générale s’écrit donc :

x(t) = Re(zp) cos wt — Im(zp) sin wt. (8.39)

Les coefficients de coswt (i.e. Rezp) et de sinwt (i.e. —Im zp) sont des réels qui sont déterminés
par les conditions initiales z(t = 0) et &(t = 0).

Nous allons voir que ce calcul peut étre généralisé au probleme des oscillations dans les systemes
a N degrés de liberté, et que de tels systemes peuvent se ramener a une collection d’oscillateurs
harmoniques découplés.
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Systémes a plusieurs degrés de liberté

De nombreux systémes peuvent étre décrits comme un ensemble de points matériels effectuant de
petites oscillations autour de leur position d’équilibre. Par exemple, un solide est un arrange-
ment régulier d’atomes qui occupent en moyenne une position bien déterminée dans le cristal, et
qui effectuent de petites oscillations autour de cette position. Les interactions qui conduisent a
cette position d’équilibre sont la résultante de plusieurs contributions, mais la nature des petites
oscillations ne dépend pas des détails de I'interaction.

En effet, si 'on désigne par q¢i,...,qy les degrés de liberté de ce systéme (par exemple les 3N
coordonnées d’un cristal comportant N atomes), la condition d’équilibre en ¢, . .., ¢y« impose que
oV
=0
9q;

en ce point. Le développement de V autour de la position d’équilibre s’écrit donc :

V(D) =V(G) + 5 Zaq,aqj = i) (¢ — j)- (8.40)

Si 'on définit x; = g; — ¢;«, et si 'on note

o 0*V
97 0g:0q;|,

I’énergie potentielle devient, a une constante pres :
1
V(l’l,...,.rn) == 52]6131'11'] (841)
Par ailleurs, 1’énergie cinétique peut en général s’écrire :

: . 1 .
T(i[}l, ey .’L'n) = 5 Zmijxixj. (842)

Dans le cas de particules de masses mi,...,my, on a bien sir m;; = m;d;;, mais I'étude
d’oscillations dans d’autres systemes peut conduire a une forme quadratique que 'on suppose
symétrique (m;; = mj;). Les petites oscillations sont donc décrites par le lagrangien :

L(xy, ... xn;&1, ... &n) =T(21,...,&n) — V(x1,...,24). (8.43)

Pour déterminer les équations de Lagrange, regroupons les termes contenant un indice [ donné. On
a:

1
Z ml]xlxj + = Z miT; T + 2m”xl , (8.44)
J?ﬁl 2751
Z kl]xlx] + = 5 Zkllxle + kllxl (8.45)
j;él 1l
On en déduit :
oL 1
- Z myd; + = Z mgd; + myd; (8.46)
89:1 ’ Z#

= Zmlja:j, (mij = mﬂ) (8.47)
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8 Z kjix; (kij = kj; car c’est la dérivée seconde du potentiel).
.%‘l

Les équations de Lagrange s’écrivent donc :
ijl:'l'?j—i-Zk?ﬂl'j:O (l=1,...,n).
J J

Cherchons s’il existe des solutions complexes de la forme :
7= A"t w e R.
Les équations de Lagrange conduisent au systéme

—ZmﬂAjWQ—i-ZkﬂAj:O (l:L...,n),
J J

soit
Z(—mﬂw2+k‘ﬂ) Aj=0 (l=1,...,n).
J
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(8.48)

(8.49)

(8.50)

Vu que le membre de droite est nul, ce systeme linéaire n’a de solution non nulle que si son déter-

minant est nul, soit :
det(—wQM + K) -0,

(8.51)

ou M et K sont des matrices (n x n) définies par M;; = m;; et K;; = k;j. Par ailleurs, w sera réel

si w? est réel et positif.

Proposition 2.1.  w? est réel et positif.

Démonstration. ¢, minimal = Z kija;a; est une forme quadratique définie positive.

i?j
De méme, I’énergie cinétique est une forme quadratique définie positive. Mais

Z(—mjlw2 + kjl)Aj =0,
J

donc
A? Z(—mﬂw2 + kjl)Aj =0,
J
donc
Z(—mﬂwQ + kj)AjA; =0,
7,5l
donc

2 kit ATA;
2 mit A A,
Mais si une forme quadratique est définie positive et symétrique, alors
> ki Ai4; 2 0.
i?j

En effet, avec A; = a; + ib; et Aj; = a; + ibj,

Z kij AT A; Z kij(a )(aj + ibj)
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= Zkijaiaj —|—Zk”blbj —|—i2k‘ijaibj — izkijajbi
(2%] 4. (2] 4.

>0 >0 =0 =0, puisque k;;=k;;
De méme,
¥
Soient w?, ..., w2 les solutions de
1> »Hn

det(—Mw2 +K) =0,

et désignons par A® une solution réelle associée a w?. A® peut étre choisie réelle car tous les

coefficients du systeme sont réels. La solution générale dans C™ peut donc s’écrire

7= ¢ Al (8.52)
i

Pour obtenir une solution réelle, il suffit de prendre la partie réelle :

¥ = Z (Re(c;) cos(wit) — Im(c;) sin(w;t)) A*. (8.53)

7

Coordonnées normales

On va maintenant démontrer que, si les fréquences sont toutes différentes, le systeme est équivalent
a une collection d’oscillateurs harmoniques indépendants de fréquence w;. D’apres les équations du
mouvement, on a :

Z (—mﬂw? + kjl) (Al)] =0, [=1,...,n.
J

Posons A;; = (A7);. Pour deux fréquences w, et w, (p # q), on peut donc éerire :

Z (—wﬁmij—i—kij) Ajp:O, j=1...,n,
J 8.54
Z (—wgmji + kji) Njg=0, i=1,...,n. ( )
J

En multipliant la premiere (resp. la seconde) par Aj, (resp. A;p) et en faisant la somme sur j
(resp. i), il vient :

Z qu Z (—wgmij + kl]) Aip = 0, Z Aip Z (—wgmij + kU) A]’q =0. (855)
J i i J

Si 'on fait la différence des équations, on trouve, puisque M et K sont symétriques :
(wg — wf,) Z miinijq =0 — Zmiinijq =0, (856)
i,J 1,J

puisque les fréquences sont par hypothese toutes différentes. Sous forme matricielle, cette équation
s’écrit :

(AM Ay =0 (p#9). (8.57)
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Par ailleurs, on peut encore choisir une condition de normalisation sur les vecteurs AP. Sil’on im-
o . . . p . p _ . N o . i . . _
pose la condition de normalisation }_,; j A my; Aj = 1, cela conduit a la condition }_; j Ajpm;i A, =1
sur la matrice A, qui s’écrit sous forme matricielle :

((AMA),,=1. (8.58)
Autrement dit, la matrice A satisfait la relation :
'AMA=1. (8.59)

L’équation
Z qu(—ming + kij)Aip =0
i7j
conduit a

> AjgkijAip = wp Y Ajgmmij Ay (8.60)

1,3 1,3
Soit, sous forme matricielle,

(A K A)pg = wibpg, (8.61)

ou encore

'NKA=Q, (8.62)

ol l'on a introduit la matrice ) définie par

wf 0
Q= o 0
0 w?

Si 'on définit de nouvelles coordonnées @); par

T; = Z Aiij soit r=A Q (8.63)
J
Le lagrangien s’écrit donc
. 1 t> i t—= —
L_i( Mi— Ka:) (8.64)
_;<tétAMAc§ - t@%KAQ) (8.65)
1 5L S5 o
—5(4a - 924) (8.66)
1 )
L= 3 Z (Qi2 - %’2Qz’2) : (8.67)

7

Le lagrangien est la somme de lagrangiens indépendants. Les @Q; sont appelés coordonnées
normales.
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8.2.3 Petites oscillations : Le point de vue hamiltonien

Le probleme général des petites oscillations a été traité au chapitre 2 dans le cadre du formalisme
lagrangien. On peut également le traiter dans le cadre du formalisme hamiltonien. Comme les équa-
tions de Hamilton sont des équations différentielles du premier ordre, ce probleme est un exemple
de systéme dynamique.

Nous repartons donc d’un systéme décrit par le potentiel

1 o*V
V(@) =V(G)+ =) — (@ — ¢ix)(qj — qjx)- 8.68
(@) = V(@) + 5 Ei’ Paide, (¢ — qix) (a5 — ajx) (8.68)
ot @« = (q1x,---,qn«) est la position d’équilibre. Les notations sont celles de la section 2.3, et 'on

se propose de refaire le méme calcul dans le cadre du formalisme hamiltonien.

Premieéere étape : Transformation de Legendre

1 ..
L=3> midid; = V() (8.69)
i,J
oL )
Pi= 54 = > mijd (8.70)
¢ J
soit, en notation vectorielle,
P=M§ = ¢=M1y (8.71)
| PN e | B
soit
Ly 1o
T=3 M p (8.73)

1 1
H=> pigi—L="pM"p- 3 TMTF+ V() = 3 M+ V(). (8.74)
Deuxieme étape : Point fixe
. 0H oV
. OH - (8.75)
¢ = Z(M Nipj =0,

_api_ ;

Les conditions = 0 sont équivalentes a celles dérivées du lagrangien.

9qi
Les conditions Zj(Mfl)ijpj = 0 pour tout ¢ impliquent que p; = 0 pour tout j car det (Mfl) =
(det M)~ # 0.
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Troisiéme étape : Equations linéarisées

Posons

i — Qis, t=1,...,m,
yi = {Qz q; ' (876)
Di—n, t=n+1,...,2n.

Les équations du mouvement obtenues en remplagant V par son développement de Taylor au
second ordre s’écrivent :

n

y’i = Z(M_l)lj Yj+n, 1= 17 -y 1
= (8.77)
j=1

i .
est donc donnée par :

Ox;
0 M1t
A= <_K . ) . (8.78)

La solution générale est donc de la forme

La matrice A définie par A;; =

¥ =Re (Z ¢; e“fté'j) , (8.79)
j=1

ou les a; sont les valeurs propres de A et les Z; les vecteurs propres associés. L’équation caractéris-
tique de ces valeurs propres s’écrit :

det(A — Alyy,) = 0. (8.80)
soit
—I,, M1
det( g —A]In> =0. (8.81)

Proposition 5.1.
det(A — Alp,) =0 = det(~Mw?+ K) =0, avec A = iw.

Démonstration :
det(A — Alp,) = A" det (Tp,, — AX™!)
I, —Ml/\1>

J— 71—
T = AN = (K)\_l I,

L, 0)\ /L, —MI)\L
_<K)\_1 Hn> (0 ]In+KM_1>\_2>' (8.82)
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D'oit
det (Ioy — AN™) = det (L, + KM~IA7?), (8.83)
det(A — Aly,) = det (I, + KM~")
= det (\*M + K) det(M ™). (8.84)
Ainsi
det(A = Np,) =0 = det(NM +K) =0 <= det(—w?M+K) =0,
puisque \? = —w?. C.Q.F.D.

Conséquence : Puisque les w; sont réels, les valeurs propres a; = iw; sont imaginaires pures. On
a donc des oscillations non amorties.

Expression avec les coordonnées normales
Si 'on désigne par P; 'impulsion généralisée conjuguée de Q;, I’hamiltonien prend la forme

1

H=33" (P2+wQ?). (8.85)

)

L’hamiltonien est la somme d’hamiltoniens indépendants décrivant des oscillateurs harmoniques de
fréquences w;. Le systéme est évidemment séparable. Les intégrales premieres sont les énergies

1

des différents oscillateurs.
Les variables actions associées sont données par I; = F;/w;.

Remarque 8.2. En mécanique quantique, les niveaux d’énergie possibles sont donc

E=Y hom, (8.87)
i
n; entier, & une constante pres.

Exemple 8.6. Molécule triatomique.

Considérons une molécule triatomique, par exemple HsS (sulfure d’hydrogene). La configuration
d’équilibre est linéaire, avec ’atome de soufre en position centrale et les deux atomes d’hydrogene
aux deux extrémités. On discute ici les petites oscillations correspondantes.

11 est raisonnable de négliger les mouvements transverses (c’est-a-dire de supposer que la config-
uration des trois atomes reste linéaire) et de décrire le mouvement autour du point d’équilibre dans
I’approximation harmonique quadratique du potentiel, en négligeant une interaction directe entre
les deux atomes d’hydrogene :

V(ml, T2, $3) = %k[(ml — ZE3)2 + (xg — 1‘3)2], (888)

ou x1,T9,r3 désignent les déplacements par rapport aux positions d’équilibre des deux atomes
d’hydrogeéne et de I'atome de soufre. A partir du lagrangien (8.43), les équations de Lagrange
donnent :

Mij & = Vij xj . (8.89)
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On cherche des solutions de la forme
g = Re(A?ein‘t).

Par linéarité des équations, on peut commencer avec A%e™=! et ne prendre la partie réelle qu’a la
fin. L’existence de solutions non triviales de cette forme impose que les fréquences w,, vérifient :

det(~w2 M + V) =0. (8.90)

Une fois les fréquences w, déterminées, les modes correspondants sont obtenus comme solutions de
I’équation aux valeurs propres suivante (somme sur j) :

(~wdMi; + Vij) A3 = 0. (8.91)
La matrice des masses M et la matrice du potentiel V sont
m 0 0 k0 —k
M=10 m 0], V=|0 k -k
0 0 M -k -k -2k
En appliquant I’équation (8.90), on obtient :
(—w?m + k) w? (wEmM — kM — 2km) = 0. (8.92)
Les fréquences w,, qui satisfont cette équation sont donc :
wg =0, w%:%, w%:%(l—i—Qm/M).

Pour chaque w2, a = 0,1,2, il est facile de résoudre I'’équation aux valeurs propres (8.91), et I'on

retrouve ainsi — comme attendu — tous les résultats obtenus par la méthode précédente. Pour
simplifier les équations, introduisons le changement d’échelle suivant :

3 — o lag = X, a=y/m/M,

Les vecteurs propres correspondants sont, en omettant les constantes de normalisation :

1 1 1
vy = 1 |, vp=1[-1]1, V149q2 = V3 = 1
a~! 0 —2a

Il est clair que I’évolution temporelle de vy est une évolution libre (aucune force harmonique n’agit) ;
elle correspond a une variable ()¢ qui est la combinaison suivante des variables originales :

@0 =4 a+a'X =z + x2 + (M/m) 3,

c’est-a-dire (& une constante de normalisation pres) la position zg du centre de masse. On vérifie
d’ailleurs facilement a ’aide des équations de Lagrange que g = 0. L’évolution temporelle de v;
est une oscillation harmonique de fréquence @1 = 1 ; elle correspond a la combinaison linéaire

@1 =1 — X2,
qui oscille avec une fréquence w; = y/k/m. Cela signifie que les deux atomes d’hydrogeéne oscillent

en opposition de phase de 180 degrés, tandis que ’atome de soufre reste fixe. Enfin, 'oscillation
harmonique associée a vg décrit 1’évolution temporelle de la variable

Q3 = 21 + 2 — 2u3.
Une telle combinaison linéaire des variables originales correspond au mouvement en phase des deux
atomes d’hydrogene et au mouvement opposé de I’atome de soufre.



